Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:

® Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

WT =4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VIII 2011

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktoérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
607 (WT = 2,59) i 608 (WT = 1,07)
z numeru 10/2010

deltami.edu.pl

Barttomiej Dyda Wroctaw 41,03
Jerzy Cislo Wroctaw 40,66
Michat Kieza Warszawa 38,62

Zadania z matematyki nr 623, 624
Redaguje Marcin E. KUCZMA

623. Czy mozna umieécié w polach szachownicy n x n liczby 1,...,n2 tak, by

w kazdym wierszu suma liczb byta catkowita potega dwojki?

624. Niech k bedzie liczbg naturalna wigksza od 1. Dla jakich dodatnich
liczb rzeczywistych b mozna znalezé funkcje f, ciagla na przedziale (0;b),

rézniczkowalna wewnatrz tego przedziatu oraz spelniajaca warunki: f(0) =1,
f(z) > f(z)* dlaz € (0;b)?

Zadanie 624 zostalo opracowane na podstawie propozycji, ktéra zgtosit
pan Pawet Najman z Jaworzna.

Rozwigzania zadan z numeru 2/2011

Przypominamy tresé zadan:

615. Kazdemu podzbiorowi B zbioru {1,2,...,n}, ktéry nie zawiera
zadnej pary liczb kolejnych, przyporzadkowujemy liczbe p(B), bedaca

iloczynem liczb w zbiorze B (dla zbioru pustego przyjmujemy p(() = 1).

Obliczy¢ sume kwadratéw wszystkich uzyskanych liczb p(B).

616. Udowodnié¢ nieréwnosé dla liczb dodatnich x, vy, z:
w+2)° , G+2)?  (@+y)° .
2 + yz Y2 + zx -
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615. Oznaczmy szukana wartos$¢ przez b,. Wezmy pod
uwage wszystkie te podzbiory B zbioru {1,...,n},
ktére nie zawieraja zadnej pary liczb kolejnych i do
ktérych nie nalezy liczba n. Sa to wiec podzbiory zbioru
{1,...,n — 1}; suma kwadratéw uzyskanych dla nich
liczb p(B) wynosi by,—1.

Z kolei zbiory B (bez pary liczb kolejnych), do
ktérych liczba n nalezy, traktujemy jak podzbiory
zbioru {1,...,n — 2}, z dolaczonym elementem n;
suma kwadratéw uzyskanych dla nich liczb p(B)
wynosi n2b,_s.

Dostajemy wzér rekurencyjny b, = by—1 + n2bn_a,
ktéry z wartosciami poczatkowymi by = 1, by = 2
prowadzi przez latwa indukcje do wyniku w jawnej
postaci: b, = (n+ 1)\

616. Po pomnozeniu przez wspolny mianownik
dostajemy do dowodu nieréwnosé¢ L > P, gdzie

L=(y+ 2%+ 22)(2* + zy) +
+ (24 2)° (2% + 2y) (2® + y2) +
+ (2 +y)* (2 +y2)(y* + 2x),
P =6(2? +y2)(y* + 22)(z* + zy).

22

Teza wynika natychmiast z tozsamogsci
L= P =ya(y? — 22 + z0(z — 2?)? + ay(a® — y?)? +

+(y —2)%(z = 2)*(z — )%,
ktora nietrudno sprawdzi¢, otwierajac nawiasy
i wykonujac wskazane dzialania.

To juz cale rozwigzanie — ta zmyslna tozsamosé zaiste
trywializuje problem, a jej sprawdzenie jest czynno$cia
czysto mechaniczng (Mathematica robi to w utamku
sekundy; recznie sprawdzamy ja w pare minut). Ale jak
na nia wpasé?!

Na przyktad tak: dla = z réznica L — P przyjmuje wartosé
2yz(y* — 2%)?; analogicznie dla x = y i dla y = 2. Zatem
przyjmujac

F(z,y,2) = yz(y* — 2°)" + z2(2" = 2%)* + ay(a® —y*)?,
widzimy, ze wielomian (L — P) — F ma warto$¢ zero, gdy
dowolne dwie zmienne sa réwne. Jest wiec podzielny przez
wielomian

G(z,y,2) = (y — 2)(z — z)(z — y).

Skoro zas L, P, F' sa wielomianami symetrycznymi, natomiast
G jest wielomianem antysymetrycznym (zmienia znak

przy transpozycji zmiennych), wynika stad, ze iloraz

(L — P — F)/G tez jest antysymetryczny — ma wiec warto$é
zero, gdy dwie zmienne sg réwne, i w konsekwencji dzieli sie
znéw przez G. To znaczy, ze wielomian L — P — F' dzieli sie
przez G2. Sa to wielomiany jednorodne széstego stopnia, ich
iloraz musi by¢ stata.

Whiosek: L — P — F = ¢G?. Warto$¢ statej ¢ znajdujemy,
podstawiajac w miejsce x,y, z dowolne trzy rézne liczby;
wychodzi ¢ = 1. Tak wiec L — P = F 4+ G?. Jest to wlasnie
Hta zmyslna” tozsamosé.



