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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice

umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesytaé¢ w oddzielnych kopertach,

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

Termin nadsytania rozwigzan: 31 V 2011

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwédch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie
http://www.mimuw.edu.pl/delta/regulamin.html

Zadania z matematyki nr 617, 618
Redaguje Marcin E. KUCZMA
617. Znalez¢ wszystkie funkcje F', okreslone na zbiorze wszystkich liczb

catkowitych dodatnich, o warto$ciach rzeczywistych, spelniajace rownanie
F(3m + 2n) = F(m)F(n) dla kazdej pary liczb calkowitych m,n > 1.

618. Punkt P lezy wewnatrz rownolegloboku ABC D, przy czym srodek
odcinka AD jest jednakowo odlegty od punktéow P i C, a érodek odcinka C'D

B C

609. Na odcinku BX, po zewnetrznej stronie tréjkata

ABC, budujemy tréjkat BXZ przystajacy do AY X (tak,

ze |BZ| = |AX|, |XZ| = |Y X|). W tych tréjkatach katy przy
wierzchotkach B i A sg réwne, wobec czego BZ || CA. Zatem
kat CBZ jest rozwarty.

Skoro |AB|>|AC|, to |BZ|=|AX|>|CY|. Stad i z rozwartosci
kata C BZ wnosimy, patrzac na trapez ZBCY, ze
|IBC| < |YZ| < |YX|+|XZ] =2 |XY].
610. Okreslamy pare ciagéw (an), (bn) wzorami: a1 = by = 1,
(1) An+1 = An + 2bn,
Wobwczas as = 3 oraz
Gnt2 = Gng1 + 2(an + bp) = ang1 + 2an + (Any1 — an) =

- 2a/'nA»l + Qn,

bn+1 = an + bn

co pokazuje, ze (an) jest ciagiem danym w zadaniu.
Ze wzoréw (1) dostajemy réwnosé

ai+1 - 257214-1 = —(ai - 26%);
a poniewaz aj — 203 = —1, wynika stad, ze a2 — 202 = (—1)".
Ustalmy n. Widaé, ze a,, jest liczba nieparzysta. Niech
p = 2m + 1 bedzie jej dowolnym dzielnikiem pierwszym.
Dostajemy zaleznosé

202 = (—1)""" (mod p).

Po podniesieniu do potegi m (i skorzystaniu z matego

twierdzenia Fermata: b2™ = 1),
(2) 2™ = (=1)™" Y (mod p).

22

jest jednakowo odlegly od punktéw P i A. Punkt @ jest $srodkiem odcinka BP.
Wykazaé, ze <« PAQ = < PCQ.

Zadanie 618 zaproponowal pan Michal Kieza z Warszawy.

Rozwigzania zadan z numeru 11/2010

Przypominamy tresé¢ zadan:

609. W trojkacie ostrokatnym ABC bok AB jest najdiuzszy. Na bokach AB i AC zaznaczono
odpowiednio punkty X i Y tak, ze |AY| = |BX|. Wykazaé, ze 2 - | XY| > |BC|.

610. Ciag (an) jest okreslony rekurencyjnie: a; = 1, az = 3,

Anp = 20p—-1 + Qn_2 dla n > 3.

Dowiedé, ze zaden wyraz tego ciggu nie ma dzielnika dodatniego postaci 8k + 5.

Za chwile wykazemy, ze jednocze$nie

(3) 2™ = (=1)™/21 (mod p).

Roéwnosé (mod p) prawych stron (2) i (3) oznacza, ze

(4) liczby m(n + 1) oraz [m/2] sg jednakowej parzystosci.
Dla n parzystego warunek (4) méwi, ze m = 4k lub

m = 4k + 1 dla pewnego k; zatem p = 8k + 1 lub p = 8k + 3.
Kazdy dzielnik pierwszy liczby a, ma wiec taka postac.
Dowolny dzielnik dodatni (jako iloczyn pewnej liczby
dzielnikéw pierwszych) wtedy tez jest tej postaci.

Dla n nieparzystego warunek (4) implikuje m = 4k lub
m=4k+3, czylip=8k+11lub p=8k+7.1znéw, dowolny iloczyn
takich liczb tez jest liczba tej postaci. W obu przypadkach liczby
postaci 8k + 5 nie moga by¢ dzielnikami liczby a,.

Pozostaje udowodnié wzér (3). Przyjmijmy (dla ustalonego m)
oznaczenia:
A = iloczyn wszystkich liczb parzystych z przedziatu (1;m),
B = iloczyn wszystkich liczb nieparzystych z przedziatu (1;m),
C' = iloczyn wszystkich liczb parzystych z przedziatu (m + 1;2m).
Tloczyn B liczy [m/2] czynnikéw. Laczymy je z czynnikami
iloczynu C' w pary o sumie 2m + 1 (czyli p). Otrzymujemy
zwiazek C' = B - (—1)I™/21 (mod p). Stad

2"ml=2-4-...-2m)=A-C=A-B-(-1)"™/? =

= (=1)™/?m! (mod p).

Wystarczy teraz podzieli¢ przez czynnik m! (wzglednie
pierwszy z p), by uzyskaé¢ wzoér (3) i zakonczy¢ rozwiazanie.



