Podréze w N4
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Jakis czas temu kolezanki i koledzy z redakcji Delty
poprosili mnie, zebym opisal, czym zajmuje sie naukowo,
i przedstawil pewien ciekawy wynik, ktéry udato mi sie
wraz ze wspolpracownikami niedawno uzyskaé. Piszac
ten tekst, postaram si¢ przyblizy¢ te wlasnie dziedzine,
ktéra mi osobiscie wydaje sie interesujaca chyba dlatego,
ze rozwaza problemy o bardzo prostym sformulowaniu
geometrycznym, a mimo to jest w niej wiecej znakow
zapytania niz odpowiedzi. Badania czesto okazuja

sie ciekawa kombinatoryka, poparta jednak zwykle
geometrycznymi intuicjami. Wiele fundamentalnych
pytan otwartych mozna sformutowaé bardzo szybko,
jedno z nich przyblize na koncu tego tekstu.

Niedawno w Delcie AL, pisatem o podrézach w R<.
Mozna tez rownowaznie powiedzieé, ze byly to podréze
w Z?. Jedna z konsekwencji omawianego tam lematu
Steinitza byl fakt méwiacy, ze jesli uklad n rownan
liniowych o d zmiennych i wartodciach bezwzglednych
wszystkich wspolczynnikow wystepujacych w réwnaniach
ograniczonych przez M ma rozwiazanie, to ma
rozwiazanie niewielkie. Konkretnie rzecz biorac,

ma takie rozwigzanie u € R%, ze jego norma (tzn.
maksimum z wartosci bezwzglednych wspélrzednych)
jest ograniczona przez (5dM + 1)?, nie zalezy w ogdle od
liczby réwnan n. Ten fakt z kolei implikuje, ze pytania
o podréze w Z? staja sie stosunkowo latwe. Rozwazmy
nastepujacy problem osiggalnosci w Z%. Dany jest

zbiér wektoréw U = {u1,...,u,} C Z% oraz wektory
poczatkowy s € Z? i konicowy t € Z¢ takie, ze normy
wszystkich s, t oraz u; sa ograniczone przez M. Pytamy,
czy istnieje taka podroz skladajaca sie z przystankow

w punktach vg,v1, ..., v, € Z%, Ze zaczyna sie ona w s
(czyli vy = s), koniczy w ¢ (czyli vy = t), a kazdy krok
jest przesunigciem o ktéry$ wektor u; (czyli dla kazdego
i €{0,...,k— 1} istnieje u; € U taki, ze v;11 — v; = u;).
Jak latwo zauwazy¢, jest to réwnowazne pytaniu, czy
istnieja wspélezynniki aq, ..., a, € N (okredlajace, ile razy
uzyjemy w trakcie podrézy kazdego z wektoréw), takie
ze Y, a;u; =t — s. Z faktu powyzej wynika, ze jesli
istnieje podréz z s do t, to istnieje taka podrédz diugosci
co najwyzej (5dM + 1)?. To w szczegdlnoéci powoduje, ze
problem osiagalnoéci w Z? nalezy do klasy NP, mozemy
zgadnaé wspotezynniki a;, ktore sa reprezentowane
przez liczby o wielomianowo wielu bitach, i sprawdzi¢,
ze rzeczywiscie spelniaja réwnos¢ > | a;u; =t — s.

Dzi$ rozwazymy problem osiggalnosci w N?, bardzo
podobny do problemu osiggalnosci w Z%, a jednak, jak
sie okaze, o zupelnie innych wtasnosciach. Podobnie

jak poprzednio w problemie osiggalnoéci w N¢ dany

jest zbiér wektoréow U = {uy,...,u,} C Z¢, wektor
poczatkowy s € N¢ i konicowy t € N¢, kazdy z nich

o normie ograniczonej przez M. Réwniez pytamy

o istnienie takiej podrozy vy,..., v, ze vg = S, v =t oraz
kazdy krok v; 1 — v; jest réwny pewnemu wektorowi u;.
Wymagamy jednak, zeby kazdy punkt podrézy v; mial
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wszystkie wspéirzedne nieujemne, czyli v; € N¢. Innymi
stowy, cala nasza podr6z ma si¢ zmieéci¢ w dodatniej
¢wiartce ukladu wspotrzednych (dla d = 2), a ogélnie
w dodatnim ortancie N¢. Okazuje sie, ze problem
osiagalnoéci w N jest duzo trudniejszy od swojego
odpowiednika w Z? i wcigz daleki od matematycznego
zrozumienia.

Bardzo czesto rozwaza si¢ pewne eleganckie uogélnienie
problemu osiagalnosci w N¢. Dodajemy do naszych
rozwazan stany, intuicyjnie rzecz biorac, oznacza

to, ze w kazdym punkcie naszej podrdzy jesteSmy

w jednym ze skoniczenie wielu trybéw, zwanych stanami.
Opis problemu sklada sie wtedy rowniez z podania
skonczonego zbioru stanéw @, a kazdy krok podrézy
okreslany jest nie tylko wektorem z N9, a raczej tréjka
(p,u,q) €U C Q x Z% x Q. Taka tréjka (p,u,q) € U
oznacza, ze jesli jestem w stanie p, to moge przesunaé
sie o wektor u i zmieni¢ stan na q. Wprowadzenie
stanéw tylko pozornie komplikuje sprawe. System

z wektorami w N? i N — 1 stanami mozna stosunkowo
latwo zasymulowaé systemem o wektorach z N3 i bez
stanéw. Dodajemy do systemu trzy wspoélrzedne i wtedy
konfiguracje: stan i-ty, wektor v € N, reprezentujemy
jako wektor (u,i, N(N —i),0) € N3 ktéry na
pierwszych d wspolrzednych ma wektor u. Przy
odrobinie sprytu jesteSmy w stanie zakodowaé réwniez
ruchy w systemie ze stanami w tych d + 3 wspélrzednych
(przy czym jednemu ruchowi w oryginalnym systemie
odpowiadaé bedzie pewien ciag ruchéw w jego
reprezentacji). Ostatnia wspélrzedna nie jest uzywana
przy kodowaniu stanéw, ale przydaje sie przy
implementacji ruchéw. Dociekliwy Czytelnik moze
sprobowaé¢ dopowiedzie¢ sobie szczegdly.

Zeby poczué nieco, jak ciekawe wlasnosci moga mieé
takie systemy, rozwazmy przykitad pokazany na
rysunku 1. System ten ma dwa stany: p i ¢ oraz cztery
mozliwe ruchy oznaczone strzatkami i ich etykietami.
Przyjrzyjmy sie, jaka podréz mozemy wykonaé, startujac
ze stanu p i punktu (1,0,n); bedziemy oznaczali taka
konfiguracje p(1,0,n).

(-1,1,0) (0,0,—1) (2,-1,0)
(0,0,0)

Na poczatek mozemy wykonaé¢ nastepujaca trase:
p(laovn) Hp(ov 17”) - q(ov ]-7n) - Q(Qvoan) %p(anan - 1),
i jestedmy z powrotem w stanie p z trzecim licznikiem
o jeden mniejszym, ale za to pierwszym dwa razy
wigkszym. Mozemy wykonaé¢ analogiczna trase ponownie
p(2,0,n —1) = p(0,2,n — 1) = ¢(0,2,n — 1) =

= Q(4a Oa n— 1) - p(4707n - 2)7
gdzie przez = oznaczamy kilka ruchéw pod rzad.
Powtarzajac te procedure, mozemy dotrze¢ do

konfiguracji p(27,0,0), a stad bardzo prosto do dowolnej
konfiguracji postaci p(z,y,0), gdzie x + y = 2". Nietrudno

Rys. 1



zauwazy¢, ze konfiguracji, do ktérych mozna dojéé
z p(1,0,n), jest skoniczenie wiele, a konkretnie rzecz
biorac, wyktadniczo wiele wzgledem n. Ciekawym
pytaniem (choé nie otwartym) jest, jak duzy moze
byé zbiér konfiguracji osiagalnych z jednej ustalonej
konfiguracji w przypadku, gdy jest on skonczony.
Zachecam Czytelnikéw do konstrukeji systemu,
w ktérym taki zbidr jest podwdéjnie wykladniczy
wzgledem wielkosci poczatkowej konfiguracji oraz
wielkodci systemu (w szczegdlnosci liczb na strzatkach).
Przy pewnym wysitku mozna skonstruowaé system,
ktory ma ten zbiér konfiguracji wielkosci rzedu wiezy
i

dwdjek wysokosci n, czyli 2" , a nawet duzo wigkszy
(rzedu Fy(n), funkcje F; omdbwie ponizej).

Problem osiagalnosci w N¢ jest badany w informatyce
teoretycznej od lat 70. XX wieku. Znany jest

w delikatnie sie réznigcych, ale réwnowaznych wersjach,
pod nazwa problemu osiagalnosci w sieciach Petriego
badz problemu osiagalnosci w systemach zwanych
Vector Addition Systems (brak tu powszechnie

uzywanej polskiej nazwy). Warto podkreslié¢, dlaczego
ten problem jest w ogdle rozwazany w informatyce
teoretycznej. Mianowicie sieci Petriego sa jednym

z podstawowych modeli programéw wspo6tbieznych,

a zostaly wprowadzone w latach 30. przez Carla
Petriego w kontekscie modelowania reakcji chemicznych.
Gdy mamy w pewnym systemie d réznych substancji
chemicznych, to okreslajac liczbe ich czasteczek liczbami
naturalnymi, mozemy opisa¢ sytuacje wektorem w N¢,
W takiej sytuacji reakcja chemiczna, ktéra rozktada

3 czasteczki pierwszej substancji na 2 czasteczki drugiej
substancji i 4 czasteczki trzeciej substancji, a czwartej
substancji w ogdéle nie dotyczy, moze by¢ przedstawiona
jako zmiana o wektor (—3,2,4,0). Podobnie mozemy
modelowaé inne systemy, w ktorych réwnoczednie istnieje
wiele zasobéw. Moga to by¢ towary dostepne na gietdzie
lub liczby proceséw odpowiedniego typu w danym
programie. Problem osiagalnosci odpowiada wiec na
pytanie, czy zaczynajac z danego ukladu, mozna po
pewnej liczbie modyfikacji dojéé¢ do pewnego innego
uktadu. To pytanie jest przydatne przy automatycznej
weryfikacji programéw komputerowych: mozemy zapytac,
czy zaczynajac z konfiguracji poczatkowej, mozna po
pewnej liczbie krokéw otrzymaé okreslona konfiguracje
btedna. Ta obserwacja jest jednym w waznych powodéw
zainteresowania informatyki teoretycznej sieciami
Petriego i ich problemem osiagalnosci. Ma jednak duze
znaczenie réwniez fakt, ze problem osiggalnosci w N¢
jest tez po prostu bardzo naturalnym zagadnieniem
geometrycznym.

Co zaskakujace, przez dluzszy czas nie bylo wiadomo,
czy w ogolle istnieje jakikolwiek algorytm rozwiazujacy
problem osiagalnosci w N¢, innymi slowy, czy problem
ten jest rozstrzygalny. Pierwszy algorytm zostat
zaproponowany przez Ernsta Mayra w roku 1978, po
okoto dziesigciu latach badan. Nie bylo jednak znane
zadne ograniczenie na ztozonosé obliczeniowa tego
problemu. Inaczej méwiac, wiadomo bylo, ze algorytm
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dziata bardzo wolno, ale nawet trudno powiedzie¢,

jak wolno. Pomimo wielu lat badan nad podobnymi
problemami najlepszy aktualnie znany algorytm,
opublikowany w 2019 roku przez Leroux i Schmitza,
dziala w czasie rzedu Fyi4(n), gdzie n to rozmiar
danych wejéciowych, a d to wymiar przestrzeni N%.
Funkcje F} to przyklad bardzo szybko rosnacych funkcji,
zdefiniowanych (w jednej z wersji definicji) nastepujaco:
Fy(n) =n+1, Fp(n) = F_{(n), czyli Fx(n) to n-krotne
zlozenie funkcji Fj_1 na argumencie n. Mamy wéwczas

Fl(n) = Fo(F()( .. (n) .. )) = 2n,
n razy
————

n razy

on

gdzie w F3(n) wieza dwdjek jest wysokosci n, a liczba
Fy4(n) i nastepne sa juz do$¢ trudne do wyobrazenia.
Wida¢ wiec, ze faktycznie najlepszy znany dzis algorytm
dla problemu osiggalnosci jest bardzo wolny.

To nie znaczy jednak, ze kazdy algorytm musi by¢ tak
wolny. Znane sa pewne dolne ograniczenia na ztozonosé
problemu, ale jest tu wiele znakéw zapytania. Juz
w roku 1976 Richard Lipton udowodnil, ze problem
osiagalnosci w N¢ jest ExpSpace-trudny, czyli z grubsza
rzecz biorac, ze zaden algorytm nie moze dziataé
szybciej niz w pamieci wyktadniczej. W szczegdlnosci
nie moze dziala¢ w czasie szybszym niz podwdjnie
wyktadniczy. Jednak przez wiele lat do$¢ powszechna
hipoteza bylo, ze taki algorytm dzialajacy w czasie
podwdjnie wyktadniczym powinien istnie¢. Wielu
osobom wydawato sie prawdopodobne, ze jedli istnieje
podréz od konfiguracji startowej s do konicowej ¢, to
istnieje rowniez taka podréz o dlugosci co najwyzej
podwdjnie wykladniczej. Osobiscie, z tego, co pamietam,
tez wierzytem w te hipoteze. Konkretnie rzecz biorac,
wspomniana konstrukcja Liptona pokazuje, ze podréze
w N¢ nie moga by¢ krétsze niz rzedu M Qd, co dla
statego d oraz M reprezentowanego binarnie jest
ograniczeniem wykltadniczym. Dopiero w 2018 roku
udalo sie¢ nam z kolegami udowodnié, ze problem
osiagalnoéci w N nie moze daé sie rozwiazaé szybciej
o

niz w czasie F3(n) ~ 2, co w szczegblnodci implikuje,
ze istnieja systemy, w ktorych najkrétsza $ciezka jest
bardzo dluga, np. dtugosci oémiokrotnie wyktadniczej.
Temu dowodowi mozna przyjrze¢ sie w artykule

na serwisie arXiviarxiv.org/abs/1809.07115,
Przedstawie tu jednak pewien przyklad, ktory pokazuje,
ze oszacowanie Liptona nie jest optymalne. Ten
przyklad byt jednym z poczatkowych na naszej drodze
do ostatecznego rozwiazania i naprowadzil nas na
wlasciwg konstrukcje. Sam w sobie za$ stanowi ciekawe
zrozumienie tego, co moze sta¢ si¢ w wymiarze d = 4.

Tak jak wspomniatem powyzej, konstrukcja Liptona
pokazywala, ze w stalym wymiarze d najkrétsze podréze
moga by¢ dtugosci rzedu M 2d, czyli wykladnicze, ale
nieznane byly przyktady, w ktérych sa one istotnie
dtuzsze. Przyktad, ktéry udato nam sie znalezé,
pokazuje, ze juz w stosunkowo niewielkim wymiarze


https://arxiv.org/abs/1809.07115

najkrétsze podroze moga by¢ dtugosci podwdjnie
wyktadniczej. Konstrukcja opiera sie na nastepujacym
lemacie, dotyczacym ulamkéw, co dosé zaskakujaco
okazuje sie zwiazane z podrézami w N,

Lemat. Dla kazdego k € N istnieje k ulamkow ‘;—11, e, Ok

bk ’
takich Ze 1

ay ag
<2 <...<22=14+—,
by T

2! 22 2"
aq a9 ag o a
)G ()
oraz wszystkie liczby calkowite a, b, a; oraz b; sq
ograniczone przez 16+°+k,

Zauwazmy, ze istnienie utamkéw postulowanych

w lemacie wcale nie jest oczywiste. Zeby - byl nie
wigkszy niz 1 + 4%, to jego mianownik musi by¢ réwny
co najmniej 4%. Taki utamek podniesiony do potegi 27,
dla 7 rzedu k, ma licznik oraz mianownik podwdjnie
wykladniczy wzgledem k. Trudno$¢ w dowodzie
powyzszego lematu polega na tym, ze liczniki

i mianowniki wielu utamkéw podwdjnie wykladniczej
wielko$ci musza sie poskracaé przy mnozeniu w taki
sposob, by w rezultacie otrzymany zostat utamek ¢ dla
a i b wielkosci wykladniczej wzgledem k. Dowodu lematu
nie przedstawimy, cho¢ daloby sie go udowodnié¢ mniej
wiecej na jednej stronie.

Teraz pokazemy bardzo szkicowo, w jaki sposéb lemat
moze postuzyé¢ do konstrukeji zbioru ruchéw dla d = 4,

U={ui,...,un} € Q x N* x Q oraz konfiguracji
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takich s(0,0,0,0),t(0,0,0,0) € Q x N%, ze podréz

z $(0,0,0,0) do #(0,0,0,0) przy uzyciu U jest podwdjnie
wyktadnicza wzgledem wielkosci tych wektorow.

System jest zilustrowany na rysunku 2 (niepodpisane
ruchy oznaczaja brak przesuniecia). Tak dobraliSmy
zbior U, zeby kazda podréz musiata wygladaé¢ w bardzo
konkretny sposéb. Na poczatku generujemy wektor
postaci (N, N,0,0) przy uzyciu petli w stanie o efekcie
(1,1,0,0) w stanie s’. Potem mnozymy druga wspélrzedna

k
przez (ak/bk)2 w stanach p; i ¢;. Robimy to podobnie,
jak w systemie na rysunku 1, uzywajac dwoch stanow.
Tam mnozylidmy liczbe 1 przez utamek % €O najwyzej
n razy, ale kazde mnozenie moglto mie¢ pewne straty.
W efekcie po n petlach miedzy stanami p i g z liczby 1
uzyskaliSmy najwyzej liczbe 2. W analogiczny sposéb .
mozemy pomnozy¢ liczbe N przez co najwyzej (ak/bk)2 .
Nastepnie mamy k& — 1 podobnych faz, w ktorych
mnozymy druga wspolrzedna przez co najwyzej

(ak_l/bk_l)Q '71, cel ((12/132)22 i na koncu przez co
1

najwyzej (al/b1)2 . Po tych wszystkich operacjach nasza
druga wspélrzedna ma wartos¢ co najwyzej N - ¢, co
wynika z réwnania w lemacie. A wigc calta konfiguracja
ma postaé t(N,N’,0,0), gdzie N' < N - ¢. Na koniec

w stanie ¢t w petli odejmujemy wektor (b, a,0,0) i chcemy
dojsé do konfiguracji (0, 0,0, 0). Okazuje sie, ze jedyny
spos6b dojscia do t(0,0,0,0) jest taki, zeby N’ bylo réwne
dokladnie N - (a/b), a to z kolei jest mozliwe tylko, jesli
wszystkie mnozenia na trasie byly doktadne. Pierwsze
mnoZenie, to w stanach p; i q1, bylo mnozeniem przez
(41751)2 . Aby bylo zrealizowane dokladnie, to liczba N
musiala byé podzielna przez (4%)2", co jest liczba
podwdjnie wykladnicza, a wiec oznacza, ze N musialo
by¢ podwdjnie wykladnicze. Zatem oczywiscie dtugosé
trasy tez musiata by¢ podwdéjnie wyktadnicza, co konczy
szkic konstrukcji. Szczegdly mozna znalezé w artykule
w serwisie arXiviarxiv.org/abs/2001.04327,

Przedstawiona konstrukcja dowodzi, ze istnieja systemy
w wymiarze d = 4, ktére maja najkrotsza Sciezke
pomiedzy dwoma niewielkimi konfiguracjami dltugosci
podwojnie wyktadniczej wzgledem opisu systemu. Czy
mozemy skonstruowacé takie systemy z najkrotsza
$ciezka potrdjnie wykladnicza? Tego nie wiadomo.
Najlepsze gérne oszacowanie to F7(n), czyli olbrzymie.
Co ciekawe, podobnie jest réwniez dla innych wymiarow.
Dla d = 2 wiadomo, ze w kazdym systemie o ile dany
punkt jest osiagalny w N2, to jest osiagalny trasa co
najwyzej wyktadniczej dtugosci. Wiadomo tez, ze sa
systemy, w ktorych taka trasa wykladniczej dlugosci jest
faktycznie najkrétsza trasa. Jak jednak wyglada sytuacja
dla wymiaru d = 37 Tego réwniez nie wiadomo. Najlepsze
znane goérne oszacowanie to funkcja Fg(n), czyli duzo
wieksza niz wieza dwodjek wysokosci n. Mozliwe jest

tez, ze zawsze taka najkrotsza trasa jest wykladniczej
dlugosci. Osobiscie obstawiam, ze druga mozliwo$¢ jest
prawdziwa, ale to tylko dywagacje. By¢ moze odpowiedzi
udzieli kto$ z Czytelnikow, tworzac konstrukcje podobna
do powyzszej. Rozwiazania problemoéw otwartych od
dziesigcioleci wcale nie musza by¢ bardzo trudne.


https://arxiv.org/abs/2001.04327

