Informatyczny kacik olimpijski (28): Maszyna Fibonacciego

W tym kaciku zajmiemy si¢ zadaniem z finalu Potyczek
Algorytmicznych 2009.

Wezmy funkcje F' zwracajaca liczby Fibonacciego, tzn.
F(0)=0, F(1) =1oraz F(m)=F(m—1)+ F(m —2)
dla m > 2. Mamy ciag rejestréw (i1, iz, .. .,in),
poczatkowo ustawionych na zera. W zadaniu chodzi

o zaimplementowanie dwéch operacji:

e dla podanych a i b dodanie jedynki do kazdego z rejestrow
Tay batls .-y lb—1, b,
e dla podanych a i b wypisanie reszty z dzielenia wartosci

F(iq) + Figt1) 4+ .. 4 F(ip—1) + F(ip) przez P = 10° + 7.

Wykonamy tacznie k operacji tych dwoch typow.

Zacznijmy od jakiegokolwiek poprawnego rozwiazania.
Naturalnie, tatwo w czasie O(n) wykonaé pierwsza operacje
poprzez dodanie odpowiednich jedynek. Druga operacja
zajmuje w takim razie czas O(iq + tat1 + ... + ip), gdyz
F(z) mod P obliczamy tatwo w czasie O(x), a poniewaz

iy < k, wiec daje to zlozonosé O(n - k). Laczny koszt takiego
algorytmu to O(n - k?).

Madrzej jednak bedzie pamieta¢ od razu wartosci

F(iy) mod P zamiast samych i,. Aby méc zwigkszaé

iy 0 jeden, potrzebne nam sa tak naprawde

dwie kolejne wartosci F', np. Ay = F(iy) mod P

oraz By = F(iy + 1) mod P. Zaczniemy wiec od
Ay=0,B,=1dlay=1,2,...,n. W ten sposob

zaréwno pierwsza (podstawiajac, dla a <y < b,

(Ay, By) = (By, (A, + By) mod P)), jak i druga (zwracajac
(Aaq + ...+ Ap) mod P) operacje wykonujemy w czasie O(n)
i dostajemy sumaryczna zlozonosé O(n - k).

Aby jeszcze przyspieszy¢ rozwiazanie, kluczowe jest
spostrzezenie, ze przeksztalcenie (z,y) — (y,x + y) jest
liniowe, a wiec ma swoja macierz L (rozmiaru 2 X 2), tzn.
taka macierz, ze L - (x,y) = (y,z + y). Ponadto, k-krotne
zlozenie takiego przeksztatcenia tez jest liniowe i ma
macierz L* (oczywicie tez rozmiaru 2 x 2). Dodatkowo,
mozemy bezkarnie przyjaé, ze n = 2™ dla m naturalnego.
W przeciwnym bowiem razie zwigkszamy n do najblizszej
potegi dwdjki, co nie zmienia zlozonosci (bo n wzrasta
co najwyzej dwukrotnie), i pézniej po prostu nie uzywamy
w ogole czedci rejestrow. Wyobrazmy sobie teraz pelne
drzewo binarne o 2! — 1 wierzchotkach (patrz rysunek),
w ktorego lisciach mamy wartosci A, i B, dla kolejnych y
z przedziatu [1,2™].
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W kazdym wezle v zapamietamy informacje o:

e synach tego wierzchotka w drzewie: lewy, i prawy, (dla
lisci nieokreslone),

e przedziale rejestréw bedacych jego potomkami w drzewie,
t.] [lv,pv],

e sumach wartosci A, i By po tych rejestrach, odpowiednio:
Al i B,
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e macierzy przeksztalcenia L, , ktore zostalo wykonane na
calym przedziale rejestréw [ly, po].

Poczatkowo, dla wszystkich v, L, jest macierza
identycznosci. W momencie dodawania jedynki do rejestrow
7z przedziatu [a, b], zmieniamy A}, B, i L, dla pewnych
wierzchotkéw, a konkretnie dla takich, zeby ich przedzialty
potomkéw sumowaly sie w sposéb roztaczny (biorac pod
uwage tylko zawarte w przedziale liczby caltkowite) do
przedziatu [a,b], np. [2,7] = [2,2] U [3,4] U [5,6] U [7,T7].
Tych przedzialéw wybierzemy O(m), wywolujac
PODZIEL(a, b, korzenl) — w ponizszym pseudokodzie
zaktadamy wykonywanie dziatan modulo P:

PRZYLOZ(v, X)
(A%, By) == X - (4, By)
Ly:=Ly, - X

PODZIEL(a, b, v)
1 if (a=1,) and (b = p,) then
PRZYLOZ(v, L)
else
PRZYLOZ(lewyy, Ly)
PRZYLOZ(prawys,, Lv)
Ly = 1ds
if a < prewy, then
PODZIEL(a, min(b, prewy, ), lewyy)
if b > lprawy, then
PODZIEL(max(a, lprawy, ); b, prawy.)
A:u = ;ewyu + A;Jrawyv

By, := By, + B;
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Dlaczego to dziata? Po pierwsze, koniczy sie, bo w kazdym
wywolaniu PODZIEL zachodzi: [a,b] C [ls, ps], a dla
lisci mamy [, = p,, wiec zachodzi warunek z linii
pierwszej i funkcja nie wywotuje sie wiecej rekurencyjnie.
Po drugie, rzeczywiscie rozkltada przedzial [a, b] na
sume przedzialdéw, poniewaz piewy, + 1 = lprawy,
wiec przedzialy [a, min(b, Prewy, )] 1 [max(a, lprawys, ), b]
(lub jeden z nich, gdy nie zachodzi ktéry$ z warunkéw
z linii 7 1 9) pokrywaja caly przedzial [a,b]. Po trzecie
wreszcie, po pierwszym takim wywotaniu, ktére powoduje
rozgalezienie rekurencyjne (tzn. wykonuja sie obie linie
81 10), w kazdym kolejnym zachodzi co najmniej jeden
z warunkéw: a = [, lub b = p,. W takim razie kazde
kolejne rozgatezienie rekurencyjne powoduje, ze w co
najmniej jednym z dwéch wywotan rekurencyjnych zachodzi
zaréwno a = l,, jak i b = p,, a wiec ta galaz natychmiast
si¢ konczy. Stad, wywotan funkcji PODZIEL moze by¢
co najwyzej 4m + 1 (jedno w korzeniu oraz w kazdym
z dwéch poddrzew po 2m: m takich, ktore od razu sie
koricza, 1 m kontynuowanych), a wiec O(m). To konczy
uzasadnienie, ze potrafimy za pomoca takiej struktury
w czasie O(logn) wykonaé pierwszy typ operacji. Typ drugi
obstugujemy analogicznie, z tg réznica, ze odpowiednia
funkcja PODZIELZ zwraca zadana sume. W tym celu linia
druga zostaje zmieniona na return A}, a suma wynikow
z podwywotan PODZIEL2 z linii 8 i 10 zostaje zwrdcona
w dodatkowej linii 13 jako wynik wywotania tejze funkcji.
Dowéd poprawnosci i ztozonoéci czasowej jest analogiczny.
Stad taczny czas wykonania wynosi O(n + klogn) przy
zuzyciu pamieci rzedu O(n), gdyz drzewo ma co najwyzej
4n wierzchotkéw i w kazdym przechowujemy staty ilosé
informacji.
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