Informatyczny kacik olimpijski (137):
po prostu znajdz wzor

Wiele zadan konkursowych proponowanych podczas zawodéw programistycznych
wymaga od uczestnikéw zakodowania zawilych algorytméw czy skomplikowanych
struktur danych. Wtasnie takie zadania nie raz i nie dwa, ale wielokrotnie
prezentujemy w niniejszej rubryce. Dzi$ jednak opowiemy o pewnym bardzo
specyficznym typie zadan olimpijskich, ktére zwykle sprowadzaja si¢ do znalezienia
zwartego wzoru opisujacego odpowiedZ na pytanie zawarte w zadaniu. Jako
przyktad niech postuzy nam zadanie ,Count the Arrays”, prezentowane na
platformie Codeforces. Zadanie jest nastepujace:

Na wejsciu otrzymujemy dwie liczby naturalne n oraz m. Interesowac nas bedg
pewne bardzo specyficzne ciggi. Konkretnie powiemy, Ze cigg jest elegancki, jesli
zawiera n elementéw o wartosciach w zbiorze {1,2,...,m} oraz:

Przykladowo wszystkie eleganckie ciaggi

dlan =4, m=4to: (1,2,3,2), (1,2,3,1),
(1,3,2,1), (2,3,2,1), (2,3,4,3), (2,3,4,2
(3,4,3,2), (2,4,3,2), (1,3,4,1), (1,3,4,3
(1,4,3,1), (3,4,3,1), (1,2,4,1), (1,2,4,2),
(1,4,2,1), (2,4,2,1).

) (%) istnieje dokladnie jedna para elementéw ciggu, ktore sq sobie réwne;

), (xx) istnieje indeks i (szczytowy) taki, ze cigg jest Scisle rosngey na pozycjach

g’ 1,...,% oraz $cisle malejgcy na pozycjach i,...,n.

Niech teraz An m oznacza liczbe eleganckich ciggow dla pewnych ustalonych n i m.

Celem zadania jest obliczenie A, ,(modulo 998244353).

Rozwigzanie. Twierdzimy, ze prawdziwy jest wzor:

_ m X _ . on—3
An,m - <n_ 1) (n 2) 2 .

Dlaczego? Aby go udowodnié, sprébujmy zdefiniowaé
sprocedure” generowania wszystkich rozwazanych Ay, .,
ciagéw. Ot6z wyobrazmy sobie, iz w pierwszym kroku
chcemy zadecydowaé, ktore w ogdle elementy choc raz
pojawia sie w naszym ciggu. Poniewaz ciag ma dlugosé

n i tylko jeden element sie powtarza — co wiecej zawsze z
krotnoscia 2 — to widac, ze réznych elementéw jest zawsze
(n —1). Mozemy wiec je wybraé ze zbioru wartosci na
doktadnie (nrfl) sposobéw. Zauwazmy, ze gdy juz ustalimy
swij ,alfabet”, to element szczytowy zostal juz wybrany.
Tam, gdzie mamy jeszcze swobode, to wybor elementu
zduplikowanego — dokonujemy go na (n — 2) sposobéw
(mozemy wybraé kazdy, poza szczytowym). Dla wszystkich
pozostalych (n — 3) (poza szczytowym i zduplikowanymi)
elementéow musimy jeszcze podjaé decyzje, czy dany
element znajdzie si¢ po lewej, czy po prawej stronie
szezytu. Réznych mozliwosci jest wiec 2773, a ustalenie
tego wyboru juz determinuje caly ciag — elementy z obu
stron szczytu sg posortowane, wiec nie pozostalta juz zadna
swoboda w generowaniu eleganckich ciagéw. Ta obserwacja
konczy dowdd prawdziwosci postulowanego wzoru.

Zadania takie jak wyzej moga oczywiscie sprawiac

klopot w trakcie analizy kombinatorycznej, ale gdy juz
znajdziemy stosowny wzdér, to wydaje sie, ze wystarczy juz
tylko napisaé¢ krociutki programik, ktoéry oblicza i zwraca

wynik. W zasadzie jest to prawda, ale i tu czyhaja putapki.

Skupimy sie na dwéch problemach:
1. Jak szybko obliczyé 2"~3(modulo 998244353)?

Kolejne potegowanie dwdjki moze okazaé sie za wolne
dla duzych wartosci n. Wowczas warto skorzystac z
metody, ktéra dziala w czasie O(logn). Polega ona na
tym, ze najpierw liczymy (podnoszac do kwadratu kolejne
elementy) wartosci

21, 227 247 287 o ,2|_log(n73)j ’

a nastepnie zapisujemy (n — 3) w systemie binarnym,
dzieki czemu ustalamy, iloczyn ktérych poteg dwéjki
da nam 2"~3. Na przyktad jesli (n — 3) = 10110015, to
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2n—3 = 21 .28 . 9216 . 964 [7ygga: wszystkie mnozenia
wykonujemy oczywiscie modulo 998244353.

2. Jak szybko obliczy¢ (,,)(modulo 998244353)?

Dwumian Newtona mozna oblicza¢ wprost z rekurencji
(’;Ill) = (lfl) + (]?) Ta metoda, zastosowana jednak
bezposrednio, skoniczy sie czasem wykladniczym.
Ulepszenie, polegajace na spamietywaniu juz obliczonych
wartosci (tak zwane programowanie dynamiczne), da
ztozono$¢ kwadratowa, ktéra wciaz bedzie za duza, aby
rozwiazanie przeszto skutecznie testy sprawdzajace.

m!
= m=D(m—n+D)I"

Skorzystamy wiec z wzoru (nTl)
Ponownie, proponujemy aby najpierw wykonaé¢ obliczenia
wstepne 1 obliczy¢ (zargonowo: spamietad):
21,3l ...m! (mod 998244353),
ale takze (pomijamy, jak dokladnie to zrobié)
(2)~1, (3) 7L (m!) 7! (mod 998244353).

Uwaga: chodzi oczywiscie o odwrotnosé w ciele Zgggo44353, czyli
np. (4!)71 mod 998244353 = 291154603.

Wyposazeni w powyzsze dane juz tatwo (w czasie
O(n + m)) mozemy obliczyé¢ ( m ) mod 998244353.

n—1

Powyzsze rozwiazanie juz jest wystarczajace, bo we
wszystkich testach mamy n,m < 2-10%. Co jednak,
gdybys$my chcieli rozwiaza¢ zadania dla parametréw rzedu
nawet kilku miliardéw? Tutaj mozemy sobie poradzié¢ za
pomoca nastepujacego Olimpijskiego Triku:

Zanim zaczniemy pisa¢ program wlasciwy, mozemy
obliczyé np. co milionowa silnie (i jej odwrotno$é) modulo
998244353, a wyniki (wygenerowane choéby i przez
godzine w trakcie zawodéw) zapisaé BEZPOSREDNIO
W KODZIE rozwiazania jako stala tablice!

Wéwcezas kod programu moze byé ogromny, osiagajac
nawet kilkadziesiat kilobajtéw tekstu (co wciaz miesci sie
w regulaminowym limicie!). Dzieki temu same obliczenia
wlasciwe po odczycie danych wejsciowych podczas testéw
beda znacznie szybsze, bo fazy obliczania kolejnych

silni nie musimy zaczynac¢ od 2 tylko od najblizszej
wielokrotnosci milional!
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