Informatyczny kacik olimpijski (135):
Little Elephant and Array

Zadanie: Dany jest n-elementowy cigg liczb naturalnych A = (a1, as, ..

., an) oraz m zapytan. Kazde zapytanie jest

opisane za pomocg dwdch liczb naturalnych (1,p), gdzie 1 <1< p < n, i brzmi: ,Ile jest dobrych liczb w podstowie

ap, Qp4+1; - -

., ap 27 Liczba x jest dobra, jesli wystepuje dokladnie x razy. Przykladowo, wynikiem dla podkreslonego

fragmentu A = (3,1,2,3,2,3,3,2,2) jest 2, gdyz dobrymi liczbami sq 1 (wystepuje raz) oraz 3 (wystepuje trzy razy).

Napisz program, ktory odpowiada na wszystkie m zapytan.

Niech a;., oznacza podstowo a;, aj41,. .., ap.

Rozwigzanie O(m(n + max(A))

W pierwszym podejsciu kazde zapytanie rozwazymy
niezaleznie. Zalézmy, ze szukamy wyniku dla a;.),.

Na poczatku zliczmy wystapienia kazdej wartosci w tym
podstowie. Niech Z bedzie tablica zliczajaca i Z[x]
oznacza liczbe wystapien z. Taka tablica ma rozmiar
rzedu O(max(A)) i jej wygenerowanie zajmuje czas

O(n + max(A)). Wéwczas wynikiem jest liczba takich x,
ze Z[x] = x, co mozemy obliczy¢ w czasie O(max(A4)),
przegladajac Z. Znalezienie odpowiedzi na jedno
zapytanie zajmuje czas O(n + max(A)), wiec cale
rozwiazanie dziala w czasie O(m(n + max(A))).

Rozwiazanie O(mn)

Zauwazmy, ze dobre liczby sa nie wieksze niz n. Zadna
liczba wigksza niz n nie moze by¢ dobra, poniewaz
dlugo$é ciagu (liczba wszystkich wystapierl) wynosi n.
Zatem zliczanie wystapien mozemy ograniczy¢

do wartosci nie wiekszych niz n. Teraz tablica zliczajaca
ma rozmiar O(n). Odpowiedz na jedno zapytanie
realizujemy w czasie O(n), a cale rozwiazanie dziata

w czasie O(mn).

Rozwigzanie O((n + m)+/n)

W tym podejsciu, przed przystapieniem

do odpowiadania na zapytania, znajdziemy zbiér S
zawierajacy kandydatow na dobre liczby. Kandydatami
mogg by¢ tylko takie liczby x, ktére wystepuja
przynajmniej x razy w calym ciagu. Tak jak wczesniej
zauwazyliémy, mozemy ograniczy¢ zliczanie do wartosci
nie wiekszych niz n, zatem S generujemy w czasie O(n).
Okazuje sie, ze wszystkich kandydatéw jest nie wiecej
ni | ZLb/1E8m |

Dlaczego? S zawiera rézne liczby, a jego suma jest

nie wieksza niz n. Zbiér ma najwieksza moc, kiedy
zawiera kolejne liczby 1,2, ..., k. Niech k oznacza
najwieksza sposréd nich. Oczywiscie musi zachodzié
1+2+... +k= % < n. Wystarczy skorzystaé

ze standardowych metod rozwiagzywania nieréwnosci
drugiego stopnia, aby otrzymaé, ze najwigksze k wynosi
=y D

Dla kazdej liczby x ze zbioru S przygotujmy tablice L,
gdzie L,[i] =1, jesli a; = « lub L;[i] = 0 w przeciwnym
przypadku. Intuicyjnie méwiac, skopiowalisémy

ciag A, zamieniajac wystapienia x na 1, za$ pozostale
liczby na 0. Dodatkowo, niech P, bedzie tablica

sum prefiksowych L,. Wowczas sprawdzenie, czy z

jest dobrg liczba a;.,, sprowadza si¢ do obliczenia

Loll] + Lall +1] + .+ Lulp) = Polp] — Pofl — 1]

Za pomocy tak przygotowanej struktury danych

19

potrafimy w czasie O(1) sprawdzié, czy kandydat jest
dobra liczba w podsltowie. Aby znalezé dobre liczby

W ay.p, wystarczy sprawdzi¢ kandydatéw ze zbioru S,
ktérych jest O(y/n). Wyznaczenie odpowiedzi na m
zapytan zajmuje czas O(m+/n). Przygotowanie opisanych
struktur danych zajmuje czas O(ny/n), zatem cale
rozwiazanie dziata w czasie O((n +m)+/n).

Rozwigzanie O((n + m)log(n))

W tym rozwiazaniu odpowiemy na zapytania offline.
Oznacza to, ze najpierw wczytamy wszystkie zapytania,
nastepnie obliczymy wyniki (by¢ moze w innej kolejnosci
niz ta podana na wejéciu) i na koficu wypiszemy
odpowiedzi w pierwotnej kolejnoéci zapytan. Najpierw
pogrupujmy zapytania wedlug ich konicéw. Niech zap]i]
oznacza zapytania, ktorych koniec znajduje sie w i.
Przejdzmy teraz do przegladania kolejnych elementéw
ciggu wedtug rosnacych indekséw (od 1 do n). Zalézmy,
ze rozwazamy indeks i. Jedli wartos$¢ a; wystepowata
wcezesniej przynajmniej a; razy, to a; jest dobra liczba
dla niektérych fragmentéw. Dokladniej, niech [; oznacza
najmniejszy taki indeks, ze a;,.; zawiera a; wystapien a;,
oraz niech [y oznacza najwiekszy taki indeks, ze

al,.; zawiera a; wystapien a,. Te indeksy mozemy
wyznaczy¢, majac dla kazdej wartosci zapamigtane
pozycje, na ktorych ta wartosé wystepuje. Wowcezas dla
kazdego l; < j < lp fragment a;.; réwniez zawiera a; jako
dobra liczbe.

a;wystagpien a;
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Zachowajmy te informacje w tablicy D. Niech

Dlly — 1] = —1, za$ D[l3] = 1. Warto nadmieni¢, ze jesli
wezesniej mieliSmy wyznaczony przedzial [I1;15], gdzie
moglo zaczynaé si¢ podstowo z dobra wartoscig a;, to
nalezy usuna¢é ten przedzial przed nowym przypisaniem,
czyli D[l} — 1] = 0 oraz DJ[l}] = 0. Teraz mozemy

juz odpowiedzieé na zapytania zapl[i|. Zalézmy, ze
rozwazamy zapytanie (1,47). Wtedy wynikiem jest
D[]+ D[l + 1]+ ... + D[i]. Na D mozemy rozpiaé
drzewo przedziatowe, aby w czasie O(log(n)) obliczaé
sume i aktualizowaé wartosci.

Grupowanie zapytan wedtug ich konca realizujemy

w czasie O(n + m), jesli wykorzystamy metode zliczania.
OdpowiedZ na zapytanie odbywa sie w czasie O(log(n)),
co w sumie dla m zapytan daje O(mlog(n)). Wszystkie
aktualizacje D zajmuja O(nlog(n)). Calkowita zlozonosé
czasowa rozwigzania wynosi O((n + m)log(n)).
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