Informatyczny kacik olimpijski (133): Cyfrowy ciag

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,,Cyfrowy ciag”, ktére
pojawilo sie w eliminacjach do zawodow Romanian Master of Informatics.

Cyfrowy ciag: Tadek napisal cigg S = (s1, 52, ..

.y 8n), 2lozony zn cyfr od 1 do 9. Chcialby podzieli¢ ten cigg

na k spdjnych fragmentow. Kazdy fragment czytany od lewej do prawej tworzy liczbe. Tadek chcialby dokonac takiego
podzialu, aby najwieksza z k otrzymanych liczb byla jak najmniejsza.

Niech Sla : b] oznacza fragment Sq, Sq41,- - - » Sb-

Zauwazmy, ze S zawiera tylko cyfry od 1 do 9 — nie ma
cyfry 0. Zatem dowolny jego fragment opisuje liczbe

bez zer wiodacych. Od tego momentu zakltadamy,

ze rozwazamy tylko liczby bez zer wiodacych. Wiadomo,
ze dtuzsza liczba jest wieksza niz krétsza. W zwiazku

z tym chcemy tak podzieli¢ ciag, aby najwieksza

liczba byla mozliwie najkrétsza. Najwieksza liczba
zawiera przynajmniej f%] cyfr. Zauwazmy, ze w jakims
optymalnym podziale beda wytacznie liczby [%W—cyfrowe
lub ([%W - 1)—cyfrowe. Doktadniej, w jakim$ optymalnym
podziale bedzie:

e 1z liczb {%]—cyfrowych, gdzie x =k, jeSli klnix =n
mod k w przeciwnym przypadku,
e y liczb ([%W — 1)—cyfrowych7 gdzie y = k — x.

Niech d, = [%W oraz d, = {%] — 1. Szukamy
takiego podziatu S na x liczb d,-cyfrowych i y liczb
d,-cyfrowych, zeby najwigksza liczba byla jak
najmniejsza.

Rozwigzanie O(nk)

Ten problem mozemy rozwigza¢ za pomoca metody
programowania dynamicznego. Otéz niech D P[i][j]
oznacza wartos¢ najwiekszej liczby w optymalnym
podziale id, + jd, pierwszych cyfr ciagu na i liczb
dg-cyfrowych oraz j liczb dy-cyfrowych. Wyznaczymy
wartosci D P[i][j] dla wszystkich takich i,7, ze 0 < i < x
oraz 0 < j < y. Woéwcezas wynikiem bedzie DP[x][y].
Niech DP[0][0] = 0, za§ DPi][j] = min(p1, p2)

dla i+ j > 0, gdzie:

e p; to wynik podziatu przy zalozeniu, ze ostatnia
liczba ma d,, cyfr. Wtedy p; = max(DP[i — 1][4],
S[1+ (i —1)dy + jdy : idy + jdy]), jeslii >0
i p1 = oo w przeciwnym przypadku.

e ps to wynik podziatu przy zatozeniu, ze ostatnia
liczba ma d, cyfr. Wtedy p2 = max(DPi][j — 1],
S[1+idy + (j — 1)dy : idy + jdy]), jesli j >0
i po = 00 w przeciwnym przypadku.

Mamy O(k) liczb ,,dluzszych” oraz O(k) liczb

Hkrotszych”, czyli wszystkich standéw do obliczenia

jest O(k?). Obliczenie jednego stanu zajmuje O(%)

(poréwnanie dwéch liczb dlugosci O(%)). Zatem cale

rozwiazanie dziala w czasie O(nk).

Rozwigzanie O(%2 -log(n))

W tym rozwiazaniu wykorzystamy algorytm
wyszukiwania binarnego. Wiemy, ze wynikiem jest
wartosé¢ jakiego$ podstowa dlugosci d,. W pierwszej
fazie rozwiazania wezmy wszystkie d,-cyfrowe podstowa
i uporzadkujmy je niemalejaco. Takich liczb jest O(n).
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Ich posortowanie wymaga O(n - log(n)) poréwnan, zas
jedno poréwnanie zajmuje czas O(%) Zatem pierwsza

faza dziala w czasie O(%2 -log(n)).

Kiedy mamy juz uporzadkowany ciag i wiemy, ze jedna
z tych liczb jest wynikiem, to mozemy wykonaé¢ w tym
ciagu wyszukiwanie binarne — druga faze¢ rozwiazania.
Zalézmy, ze w kroku algorytmu sprawdzamy, czy wynik
jest nie wiekszy niz w. Zatem chcemy dowiedzie¢ sie,
czy istnieje podzial ciagu na co najwyzej k liczb

nie wiekszych niz w. W tym celu bedziemy dokonywali
podziatu od lewej do prawej. W kazdym kroku
zachtannie wybieramy najwieksza mozliwa liczbe. Jesli
liczba tworzona przez d, kolejnych cyfr jest nie wieksza
niz w, to dodajemy ja do podzialu. W przeciwnym
przypadku dodajemy liczbe o jeden krétsza. Jesli

po k krokach wykorzystamy wszystkie cyfry, to
znalezliSmy podzial o wyniku co najwyzej w.

Algorytm wyszukiwania binarnego wykona O(log(n))
krokéow. W kazdym kroku przechodzimy po calym ciagu,
co zajmuje O(n) operacji. Zatem druga faza dziata

w czasie O(n - log(n)), a w calym rozwiazaniu wykonuje
sie O(%2 -log(n)) operacji.

Rozwiazanie O(n - log(n))

Sprébujmy przyspieszy¢ pierwsza faze poprzedniego
rozwigzania. W tym celu wykorzystamy slownik podstow
bazowych, ktérego konstrukeja wymaga O(n - log(n))
operacji. Za pomocy tej struktury danych mozemy

w czasie O(1) poréwnaé leksykograficznie dwa podstowa,
co jest rownowazne poréwnaniu wartosci liczbowych
przez nie reprezentowanych. A wiec pierwszg faze
rozwiazania wykonujemy w czasie O(n - log(n)).

Wersja trudniejsza — cyfry na okregu

Dla ambitnych Czytelnikéw proponujemy trudniejsza
wersje zadania — cyfry sa ulozone na okregu, ktory
mozemy rozcia¢ w dowolnym miejscu. Przedstawimy
krotki zarys rozwiazania. Zduplikujmy ciag S, sklejajac
dwie jego kopie. W ten sposob kazde podstowo
dlugosci n opisuje jakas rotacje cykliczna S. Wynik
bedziemy wyszukiwali binarnie (jak w poprzednim
rozwiazaniu). W kazdym kroku, dla kazdej pozycji
wyznaczamy najdalsza pozycje na prawo, gdzie moze
zaczynac sie kolejna liczba. Jesli pozycje zinterpretujemy
jako wierzchotki, a przejscia do kolejnych liczb jako
krawedzie, to otrzymamy graf acykliczny. Pytamy, czy
w takim grafie istnieje k-krawedziowa $ciezka, ktéra
pokrywa n liter. Mozna to sprawdzi¢ metoda skokéw
potegami dwdéjki.
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