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Oryginalne pytanie postawione przez
Hilberta dotyczylo istnienia rozwigzan
réwnania diofantycznego w zbiorze liczb
catkowitych. Nietrudno jednak wykazad,
ze obie wersje problemu sg réwnowazne.

O dziesigtym problemie Hilberta
Joanna OCHREMIAK*

Podczas odbywajacego sie w 1900 roku w Paryzu Drugiego Miedzynarodowego
Kongresu Matematykdéw jeden z referatéw wyglosit wybitny niemiecki
matematyk David Hilbert. W swoim wystgpieniu zawart on liste dwudziestu
trzech zagadnienn matematycznych stanowiacych, jego zdaniem, szczegdlne
wyzwanie dla matematykow w rozpoczynajacym sie XX wieku. Wigkszoéé

z nich doczekala sie rozwiazania. Inne, jak stynna hipoteza Riemanna, pozostaja
otwarte, inspirujac kolejne pokolenia naukowcow.

Dziesiaty sposréd probleméw Hilberta dotyczy rownan diofantycznych, czyli
réwnan postaci P(xo,...,x,) =0, gdzie P jest wielomianem o wspdlezynnikach
catkowitych. Przykladem réwnania diofantycznego jest wiec 223z1 — 23 +1=0
oraz 53:095135% — ToTo + m% = 0. Hilbert postulowal znalezienie procedury, ktéra
pozwalataby dla dowolnego rownania diofantycznego rozstrzygnaé w skoniczonej
liczbie krokéw, czy rownanie to ma rozwigzanie w zbiorze liczb naturalnych,
czy tez nie. Problem ten jest o tyle wyjatkowy, ze jako jedyny na licie Hilberta
odwotuje sie do pojecia algorytmu, ktére na przetomie XIX i XX wieku nie miato
jeszcze formalnej definicji. W przypadku wynalezienia postulowanej metody
(czego, jak mozemy sie domyslaé, spodziewal sie Hilbert) byloby intuicyjnie
jasne, ze stanowi ona pozytywne rozwigzanie problemu. Negatywne rozwigzanie
dziesiatego problemu Hilberta nie byloby jednak mozliwe bez doprecyzowania
jego sformulowania w jezyku matematycznym.

Wspélczesnie powszechnie przyjete definicje pozwalaja w sposéb catkowicie
formalny stwierdzié¢, ze nie istnieje algorytm, ktéry majac dane na wejsciu
réwnanie diofantyczne, rozstrzyga, czy ma ono rozwiazanie w liczbach
naturalnych. Negatywne rozwiazanie dziesigtego problemu Hilberta jest
konsekwencja stynnego twierdzenia z roku 1970, wienczacego wiele lat pracy
czworki matematykéw: Jurija Matijasiewicza, Julii Robinson, Martina Davisa
oraz Hilarego Putnama.

Celem tego artykulu jest sformutowanie tak zwanego twierdzenia MRDP

(od Matijasiewicz, Robinson, Davis, Putnam), wyjasnienie zawartej w nim
fascynujacej idei rozwiazania dziesiatego problemu Hilberta oraz przedstawienie
pewnych jego zaskakujacych konsekwencji.

Intuicyjnie, algorytm to po prostu skonczony zbiér instrukcji. Powszechnie
znany jest algorytm dodawania pisemnego, zwany ,,dodawaniem pod kreska”,
czy tez algorytm Fuklidesa wyznaczania najwiekszego wspélnego dzielnika
dwdch liczb. Pojecie algorytmu zostalo sformalizowane w latach trzydziestych
XX wieku niezaleznie przez Kurta Godla, Alana Turinga, Emila Posta oraz
Alonzo Churcha. Zaproponowane definicje, na pozor bardzo rézne, okazaly

sie rownowazne i stanowia dzi$§ podstawe zaréwno sposobu funkcjonowania
komputerow, jak i teoretycznych badan nad ich mozliwosciami. Na potrzeby tego
artykulu pozostanmy jednak przy intuicyjnym rozumieniu pojecia algorytmu,
pamietajac, ze kryje si¢ za nim dobrze zdefiniowany obiekt matematyczny.

Wracajac do zagadnienia, z ktérym mierzyli sie Matijasiewicz, Robinson,
Davis oraz Putnam — w jezyku wspolczesnej informatyki dotyczy ono tak
zwanego problemu decyzyjnego: chcemy wiedzieé, ktére elementy zbioru A
maja interesujaca nas wlasno$¢ w. Dziesiaty problem Hilberta to problem
decyzyjny (A, w), gdzie zbiér A to zbiér wszystkich réwnan diofantycznych,
a wlasno$é w to posiadanie co najmniej jednego rozwiazania w liczbach
naturalnych. Innym znanym przykladem problemu decyzyjnego jest problem
pierwszodci: interesuje nas w tym przypadku zbiér A wszystkich liczb
naturalnych oraz wlasnos¢ w bycia liczba pierwsza.

Problem decyzyjny (A, w) jest rozstrzygalny, jesli istnieje algorytm, ktéry, majac
dany na wejsciu dowolny element a zbioru A, po wykonaniu skoriczonej liczby
operacji rozstrzyga, czy element a ma wlasno$¢ w, czy tez nie. Bezposrednia
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Rozwigzanie zadania F 989.

Masy atomowe pierwiastkéow
wystepujacych naturalnie w przyrodzie
wypelniajg przedzial od 1 (wodér) do 244
(pluton), a promienie atomowe, przedzial
od 0,5-107'% m (wodér) do

2,67-1071% m (cez) — wynik oszacowania
zalezy od charakteru wigzan, jakie atom

tworzy, gdy wchodzi w zwigzki chemiczne.

Masy atoméw nie zalezg od tworzonych
przez nie wigzan, a wiec w obliczeniach
postuzymy sie ich masami. Sprébujmy
oszacowad ,typowa” mase atoméw
wchodzacych w sklad Ziemi.

W atmosferze mamy niemal wytacznie
azot i tlen o masach atomowych 14 i 16,
w skorupie Ziemi dominuje tlen oraz
krzem o masie atomowej 28, a jadro
Ziemi sklada si¢ gléwnie z zelaza i niklu

o masach atomowych 56 i 59. Przyjmijmy,

ze typowa liczba masowa to 50,

i obliczmy, ile takich atoméw ,sktada” sie
na mas¢ Ziemi:

M 6,0-10°* kg

T 50-u  50-1,7-10727 kg
Dla ,sprawdzenia” oszacujmy, ile
»typowych atoméw” wypelni objetosé
Ziemi. Promienie atoméw najczesciej
wystepujacych na Ziemi mieszcza sie
w przedziale od 1,0 - 107 m do
2,0 -1071% m. Przyjmijmy promieri
Ltypowego” atomu r = 1,5 - 107 ° m.
Otrzymujemy, ze do ,wypelnienia”
objetosci Ziemi potrzeba:

(6,4 -10°% m)?
(1,5-10-10 m)3
PrzyjeliSmy kulisty ksztalt atoméw
i pomingliSmy fakt, ze ciasno upakowane
kule wypelniaja ,tylko” okoto
3/4 objetosci przestrzeni, oraz wplyw
ogromnych ci$niei we wnetrzu Ziemi (do
okoto 330 GPa). Zgodno$é otrzymanych
wartosci N i N’ jest nawet nieco
zaskakujaca.

N

N =R*/r® ~8-10

Rozwigzanie zadania F 990.

W sieci fcc atomy obsadzaja wierzchotki
szescianu i §rodki jego $cian bocznych.
Najblizsze atomy znajduja sie wiec

w odlegtosci

2
dp = (I,Fg =2,5786 - 10" m.

‘W sieci bece atomy obsadzaja wierzchotki
szescianu i jego srodek. Najblizsze atomy
sa wiec odlegle o
V3 —10

dp :a57 = 2,5152-10 m.
Réznica odleglosci miedzy atomami jest
bardzo mata i odpowiada stosunkowi
gestosci fazy fce do fazy bee, rownemu
0,928. Warto zauwazy¢, ze w sieci bee
przypadaja 2 atomy na jedng komérke
elementarng (atom w $rodku nalezy do
komérki, a kazdy z atoméw ,naroznych”
nalezy do o$miu sgsiadujacych komoérek),
a w sieci fcc 4 atomy (kazdy ,narozny”
nalezy do oémiu komérek, a te
w $rodkach $cian do dwéch sgsiadujacych
komérek).

~7-10%.

49

konsekwencja twierdzenia MRDP (do ktérego sformutowania zmierzaja nasze
rozwazania) jest nierozstrzygalno$¢ dziesiatego problemu Hilberta.

Zwrdéémy jednak uwage, ze zdefiniowane powyzej pojecie rozstrzygalnosci

jest stosunkowo restrykcyjne. Mniej satysfakcjonujace rozwiazanie problemu
decyzyjnego (A, w) otrzymamy, wymagajac jedynie, zeby algorytm po skoniczonej
liczbie krokéw zwrécit pozytywna odpowiedz dokladnie wtedy, gdy na wejsciu
ma dany element zbioru A o wlasnoéci w. Natomiast je$li dany element

nie spelnia w, to algorytm moze si¢ nie zatrzymaé. Problem decyzyjny, dla
ktorego taki algorytm istnieje, nazywamy czesciowo rozstrzygalnym. Latwo
stwierdzi¢, ze dziesiaty problem Hilberta jest czeSciowo rozstrzygalny: wystarczy
rozwazy¢ algorytm, ktéry dla danego réwnania diofantycznego sprawdza po
kolei wszystkie mozliwe warto$ciowania w liczbach naturalnych wystepujacego
w nim zbioru niewiadomych. Jesli ktores z kolei warto$ciowanie spelni réwnanie,
algorytm zwraca odpowiedz pozytywna, natomiast w przeciwnym przypadku
nigdy nie zakonczy on swojego dzialania.

Dziesiaty problem Hilberta jest wiec przykladem problemu decyzyjnego,

ktory jest czeSciowo rozstrzygalny, ale nie jest rozstrzygalny. Wynika to

jednak dopiero z udowodnionego w 1970 roku twierdzenia MRDP. Na dtugo
przed rokiem 1970 matematycy zdawali sobie sprawe z istnienia czesciowo
rozstrzygalnych, ale nierozstrzygalnych probleméw decyzyjnych postaci (N, w),
gdzie w jest pewna wlasnodcia liczb naturalnych. Twierdzenie MRDP potwierdza
odwazna hipoteze, wedlug ktorej zbiér wszystkich czeSciowo rozstrzygalnych
probleméw decyzyjnych dotyczacych liczb naturalnych jest w pewien sposéb
silnie powiazany ze zbiorem réwnan diofantycznych.

Kazda wlasnos$¢ w liczb naturalnych definiuje podzbiér A,, liczb naturalnych

o wlasnoéci w. Jednoczednie, kazdy podzbiér A liczb naturalnych definiuje
wlasnos$¢ w4 nalezenia do podzbioru A. Upraszczajac nieco terminologie, zamiast
o rozstrzygalnych lub cze$ciowo rozstrzygalnych problemach decyzyjnych postaci
(N, w) mozemy wiec méwié o rozstrzygalnych lub czedciowo rozstrzygalnych
podzbiorach zbioru liczb naturalnych. W 1950 roku Martin Davis sformutowat
hipoteze, zgodnie z ktéora kazdy czesciowo rozstrzygalny podzbior zbioru liczb
naturalnych jest tak zwanym zbiorem diofantycznym.

Definicja zbioru diofantycznego wymaga rozwazenia réwnan diofantycznych

z parametrem. Parametrem nazwiemy po prostu jedna, wyrézniong niewiadoma.
Réwnanie diofantyczne z parametrem jest wiec postaci P(a,z1,...,2x) = 0.
Definiuje ono cala rodzine réwnan diofantycznych: podstawiajac za parametr a
dowolna liczbe naturalna n, otrzymamy réwnanie diofantyczne (bez parametru),
ktére oznaczaé¢ bedziemy przez P, (x1,...,x) = 0. Dla dowolnego réwnania
diofantycznego z parametrem P(a,x1, ...,z ) = 0, zbiér tych liczb naturalnych n,
dla ktérych réwnanie P, (z1,...,2;) = 0 ma rozwiazanie w liczbach naturalnych,
nazywamy zbiorem diofantycznym. Przykladem zbioru diofantycznego jest zatem
zbiér drugich poteg liczb naturalnych odpowiadajacy réwnaniu 23 — a = 0, a takze
zbiér liczb zlozonych odpowiadajacy réwnaniu (z1 + 2)(z2 +2) —a = 0.

Zauwazmy, ze kazdy zbior diofantyczny jest czesciowo rozstrzygalny.
Rzeczywiscie, przypusémy, ze mamy dany zbiér diofantyczny zadany przez
réwnanie diofantyczne z parametrem P(a,x1,...,x;) = 0. Algorytm $wiadczacy
o tym, ze zbiér ten jest czesciowo rozstrzygalny, dla danej na wejsciu liczby
naturalnej n oblicza réwnanie diofantyczne P, (z1,...,z;) = 0, a nastepnie
sprawdza po kolei wszystkie wartosciowania jego niewiadomych w liczbach
naturalnych. Jesli ktére§ warto$ciowanie spelni réwnanie P, (x1,...,z) =0,
algorytm zwraca odpowiedz pozytywna, za$ w przeciwnym przypadku nie
zakonczy on swojego dziatania.

Hipoteza Davisa, jak juz wspomnieliSmy, dotyczy implikacji przeciwnej: kazdy
czesciowo rozstrzygalny podzbiér zbioru liczb naturalnych jest diofantyczny.
Zostala ona udowodniona po dwudziestu latach intensywnych badan. Jej
potwierdzenie stanowi tres¢ twierdzenia MRDP, ktore mozemy zatem
sformulowac nastepujaco:

5



Zdefiniowanie zbioru, ktéry nie jest
czesciowo rozstrzygalny, jest zadaniem
zdecydowanie nietrywialnym.

Twierdzenie MRDP. Podzbior zbioru liczb naturalnych jest cze$ciowo
rozstrzygalny wtedy @ tylko wtedy, gdy jest zbiorem diofantycznym.

Uwzgledniajac fakt istnienia cze$ciowo rozstrzygalnych, ale nierozstrzygalnych
podzbioréw zbioru liczb naturalnych, twierdzenie MRDP implikuje istnienie
nierozstrzygalnych zbioréow diofantycznych i w konsekwencji negatywne
rozwiazanie dziesiatego problemu Hilberta. Zanim jednak przesledzimy
dokladniej te ostatniag implikacje, przyjrzyjmy sie, jak zaskakujaca jest w istocie
tres¢ twierdzenia MRDP.

Wspomniany powyzej problem pierwszosci jest z pewnosciag rozstrzygalny: dla
danej na wejsciu liczby naturalnej n trywialny algorytm sprawdza po kolei, czy
n jest podzielne przez jakakolwiek liczbe ze zbioru {2,...,n — 1}. W szczegdlnosci,
zbior liczb pierwszych jest czesciowo rozstrzygalny. Z twierdzenia MRDP wynika
zatem, ze istnieje réwnanie diofantyczne z parametrem P(a,x1,...,z;) = 0, ktére
ma rozwigzanie w liczbach naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy a jest liczba
pierwsza! Podobnie ma sie sprawa ze zbiorem wszystkich poteg liczby 2, zbiorem
liczb Fibonacciego... i przypuszczalnie z kazdym innym podzbiorem zbioru liczb
naturalnych, ktérego definicja przychodzi nam tatwo do glowy.

Pozostaje nam przyjrzeé sie, w jaki sposéb z twierdzenia MRDP wynika
negatywne rozwigzanie dziesiatego problemu Hilberta. Przypusémy, ze
odpowied? ta bytaby pozytywna, i niech A oznacza algorytm, ktéry dla
dowolnego réwnania diofantycznego rozstrzyga, czy ma ono rozwiazanie

w liczbach naturalnych, czy tez nie. Rozwazmy réwnanie diofantyczne

z parametrem P(a,x1,...,2;) = 0 definiujace pewien zbiér diofantyczny X.
Zauwazmy, ze nastepujacy algorytm rozstrzyga przynaleznosé do zbioru X:
dla danej na wejéciu liczby naturalnej n oblicz rownanie diofantyczne

P, (x1,...,2) = 0, a nastepnie za pomoca algorytmu A rozstrzygnij, czy ma
ono rozwiazanie w zbiorze liczb naturalnych. Odpowiedz pozytywna oznacza,
ze n € X, natomiast odpowiedZ negatywna oznacza, ze n ¢ X. Wykazalidémy
w ten sposéb, ze kazdy zbior diofantyczny jest rozstrzygalny. Na mocy
twierdzenia MRDP oznacza to, ze kazdy czesciowo rozstrzygalny podzbiér
zbioru liczb naturalnych jest rozstrzygalny. Otrzymana sprzeczno$¢ implikuje
nierozstrzygalno$¢ dziesiatego problemu Hilberta.

Jak unikngé¢ czeSciowej rozstrzygalnosci?

W artykule powyzej wspomniano, ze prawie kazdy zbiér algorytm). To pokazuje, ze istotnie w takiej sytuacji
liczb naturalnych, ktory przyjdzie nam na mysl, jest S jest rozstrzygalny.

czesciowo rozstrzygalny. Sprobujmy jednak pokazad,
ze stowo prawie jest tu istotne, czyli ze mozliwa jest
konstrukcja zbioru S C N, ktéry nie jest czeSciowo

A zatem do konstrukcji zbioru, ktéry nie jest nawet
czedciowo rozstrzygalny, wystarczy znalezé S C N taki, ze
jest on czesciowo rozstrzygalny, ale nie jest rozstrzygalny.

rozstrzygalny. Woéwezas N\ S nie bedzie nawet czedciowo rozstrzygalny.
Po pierwsze zauwazmy, ze jesli zaréwno zbiér S, jak Aby skonstruowac taki zbiér S, potrzebna jest pewna

i jego dopelnienie N\ S sa czeéciowo rozstrzygalne, wiedza; zakladamy, ze Czytelnik Doswiadczony zna

to wéwcezas S jest nawet rozstrzygalny. To, ze S jest definicj¢ i podstawowe intuicje zwigzane z maszynami
czesciowo rozstrzygalny, oznacza, ze istnieje algorytm Turinga. Zbi6ér maszyn Turinga, ktére akceptuja
(nazwijmy go pozytywnym), ktéry dla danej liczby n € N slowo puste, jest czgSciowo rozstrzygalny (wystarczy
zatrzyma si¢ i odpowie ,,n nalezy do S”, jedlin € S znalez¢ bieg akceptujacy dla tego slowa pustego), ale
(ale byé moze nie zatrzyma sie, jesli n ¢ S). Podobnie, nie jest rozstrzygalny (uzasadnienie mozna znalezé

skoro N\ S jest czeéciowo rozstrzygalny, to istnieje np. w artykule Szymona Toruiiczyka ,,Paradoks
algorytm (nazwijmy go negatywnym), ktéry dla danej Russella” w A{7). Kazda maszyne Turinga mozna

liczby n € N zatrzyma si¢ i odpowie ,n nalezy do N'\ §”, jednoznacznie zakodowac jako liczb¢ naturalng. Zatem
oilen € N\ S. A zatem jesli puScimy naraz oba zbior zakodowan maszyn Turinga, ktére akceptujg stowo
algorytmy, pozytywny i negatywny, to ktérys z nich sie  puste, jest cz¢sciowo rozstrzygalny, ale rozstrzygalny juz
zatrzyma i zwrdci poprawna odpowiedz (zakladamy, nie jest. .

ze wtedy automatycznie zatrzymujemy réwniez drugi Wojciech CZERWINSKI
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