Informatyczny kacik olimpijski (131): 123-Pairs

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,,123-Pairs”, ktére pojawilo sie
na ,,Code Festival 2016”.

123-Pairs: Danych jest 2n liczb naturalnych od 1 do 2n. Chcemy polgczyé te liczby w n par tak, aby kazda liczba
nalezata do dokladnie jednej pary. Dodatkowo, chcemy aby a par mialo réinice 1, b par mialo réZnice 2 oraz ¢ par
mialo réznice 3. Innych par nie powinno byé, tzn. a + b+ ¢ = n. Na ile sposobéw mozna poparowad liczby od 1 do 2n?

Nalezy podad reszte z dzielenia wyniku przez 107 + 7.

Przedzial liczb naturalnych nazwiemy zamknietym,

jesli liczby z tego przedziatlu sa poparowane. Niech
tréjka (o', b, ¢’) opisuje zamkniety przedzial, ktéry
zawiera a’ par o réznicy 1, b’ par o réznicy 2 oraz ¢’ par
o réznicy 3.

Wstep

Na poczatku zastanéwmy sie, w jaki spos6b mozna
sparowad 1.

e 1 parujemy z 2. Wéwczas uzyskujemy zamkniety
dwuelementowy przedzial, ktéry mozna opisaé tréjka
(1,0,0). Takie parowanie nazwijmy P;.

OO

e 1 parujemy z 3. Teraz 2 mozemy sparowac z 4 lub 5.
Jedli 2 sparujemy z 4, to uzyskamy zamkniety
czteroelementowy przedzial, ktéry mozna opisaé
tréjka (0,2,0).

Jedli natomiast 2 sparujemy z 5, wtedy 4 mozemy
sparowac z 6 i uzyska¢ zamkniety przedzial. Z drugiej
strony 4 mozemy tez sparowac¢ z 7. W ogdlnosci par

o réznicy 3 mozemy wybraé¢ dowolnie wiele. Aby
uzyskaé¢ zamkniety przedzial, na koncu trzeba ustalié¢
pare o roznicy 2. Kazdy z takich przedzialéw mozna
opisa¢ tréjka (0,2, z) dla dowolnego catkowitego > 0.
Przedzialy tego typu nazwijmy Ps.

ofolololelolalololT

e 1 parujemy z 4. Nastepnie 2 mozemy sparowaé z 3
i uzyskaé¢ zamkniety czteroelementowy przedzial
opisany tréjka (1,0, 1). Nazwijmy go Ps.

OGO

7 drugiej strony mozna tez 2 sparowac z 5, wtedy
3 trzeba sparowaé z 6 i uzyskamy zamkniety
szescioelementowy przedzial opisany tréjka (0,0, 3).
Nazwijmy go Pj.

VOGO

Niech S (o mocy O(n)) oznacza zbiér wszystkich tréjek
opisujacych zamkniete przedziaty:
5 =1{(1,0,0),(1,0,1),(0,0,3)} U{(0,2,2) : 0 Sz < n— 2}
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Rozwiazanie O(n?)

W tym rozwigzaniu wykorzystamy technike
programowania dynamicznego. Niech W[a/][V'][¢/]
oznacza, na ile sposobéw mozna poparowac liczby od 1
do 2(a’ + V' + ) tak, aby @’ par mialo réznice 1, b’ par
mialo réznice 2 oraz ¢’ par miato réznice 3. Przypadkiem
bazowym jest W0][0][0] = 1. Rozwazmy zatem przypadek
a' +V + ¢ > 0. Zauwazmy, ze poprawnie poparowany
przedzial [1;2(a’ + V' + ¢)] jest suma przedzialéw
zamknietych. Kazdy z wymienionych we wstepie
przedzialéw zamknietych moze by¢ pierwszym
przedziatem takiej sumy. Stad otrzymujemy, ze:

W)= Y. W' —pi][b —pa][c — ps]
(p1,p2,p3)€S

Wynikiem jest Wa][b][c]. Wszystkich stanéw jest O(n?3),
obliczenie jednego stanu zajmuje O(n) operacji, zatem
catkowita zlozonosé rozwigzania to O(n?).

Rozwigzanie O(n?)
Podobnie, jak we wczedniejszym rozwiazaniu, bedziemy
konstruowali poprawne parowanie z mniejszych
elementéw (przedzialéw zamknietych). Zalézmy, ze
do parowania wykorzystaliémy e; przedzialéw P;
oraz ey przedzialow P,. Wynika stad, ze przedzialéow
P; wykorzystaliSmy es = a — ey, za$ przedzialow
P, wykorzystaliSmy g. Jedli b jest nieparzyste, to
odpowiedzia jest 0. Liczba par o réznicy 3 we wszystkich
przedzialach typu P>, wynosi t = ¢ — e3 — 3e4. Wybrane
przedzialy mozemy ulozy¢ na % sposobow.
Prosze zauwazy¢, ze jako P rozumiemy klase
przedzialéw postaci (0,2, ) (nie ustaliliSmy, ile par
o réznicy 3 jest w kazdym z tych przedzialéw). Niech
zatem z; (dla kazdego i od 1 do es) oznacza, ile par
o réznicy 3 wystepuje w i-tym przedziale typu Ps.
Chcemy, zeby z1 + x2 + ... + e, = t. Liczba rozwiazan
tej réwnosci w liczbach naturalnych to (ttjil). Stad,
dla ustalonego e; i e4 liczba parowan wynosi:

(61+62+€3+64)! t+ey—1

' ( ez — 1 )

61! . 62! . 63! . 64!

Po spamietaniu wartosci silni oraz odwrotnoéci
modularnych silni, powyzsze wyrazenie potrafimy
obliczyé w czasie O(1). Liczba wszystkich parowan
to suma wynikéw dla kazdego e; od 0 do a oraz

dla kazdego e4 od 0 do [£]. Cale rozwiazanie dziala

w czasie O(n?).
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