Informatyczny kacik olimpijski (129): Telekomunikacja

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,, Telekomunikacja”, ktore
pojawito sie na drugim etapie Zawodow Druzynowych XIII Mtodziezowej
Olimpiady Informatyczne;j.

Telekomunikacja: W pewnym panstwie znajduje sie n miast ponumerowanych kolejnymsi liczbami naturalnymsi od 1
do n. W kazdym mie$cie znajduje sie jedna wieza telekomunikacyjna. Wieza w i-tym mieScie jest przystosowana
do nadawania i odbierania fal na czestotliwosci f; hercow. Dotychczas wszystkie miasta komunikowaly sie bardzo
chaotycznie, dlatego postanowiono to uporzgdkowaé. Bezposrednia komunikacja ma byé ograniczona do wybranej sieci
polaczen. Sie¢ ma skladad sie z n — 1 polgczern pomiedzy miastami oraz ma byé spdjna (innymi stowy ma tworzyc
drzewo). Wartoscig polgczenia pomiedzy miastami u i v nazywamy najwickszy wspolny dzielnik liczb f,, i f,. Krol
chee wybrac takg sieé, aby suma wartosci polgczen byla maksymalna. Pomdz mu © podaj te wartosé.

Wstep

Zacznijmy od opisania zadania jako problemu grafowego.

Dany jest graf pelny G = (V, E), gdzie:

o V={12...n)
o E={(u,v):u,v €V Au#v}.

Waga krawedzi (u,v) € E jest NWD(fy, f»). Chcemy
znalezé sume wag krawedzi maksymalnego drzewa
rozpinajacego. Przyktadowo, jesli mamy cztery miasta,
w ktorych wieze nadaja z czestotliwosciami: f; = 8,
fa=9, fs =12, f4 = 6, to graf wyglada nastepujaco
(linie ciagle oznaczaja krawedzie maksymalnego drzewa
rozpinajacego, a suma wag tych krawedzi wynosi
44346=13):

Niech M = max,cv fu.

Rozwigzanie O(n? - log(M))

W pierwszym kroku tego rozwiazania zbudujmy wyzej
opisany graf, ktéry ma n wierzchotkéw i w
Wage dowolnej krawedzi (u,v) € E mozemy obliczy¢
za pomoca algorytmu Euklidesa, ktory dziala w czasie
O(log(fu + fv)). Zatem caly graf zbudujemy w czasie

O(n? -log(M)).

Znajdowanie minimalnego drzewa rozpinajacego to znany
problem, ktory moze zostaé rozwiazany za pomoca
jednego z algorytméw: Prima, Kruskala lub Boruvki.
Do znalezienia maksymalnego drzewa rozpinajacego
wykorzystamy zmodyfikowany algorytm Kruskala.

Na poczatku mamy las drzew, gdzie kazdy wierzchotek
stanowi osobne drzewo. Nastepnie przegladamy
wszystkie krawedzie w kolejnoéci nierosnacych wag.

Jedli rozpatrywana krawedz taczy dwa rézne drzewa,

to dodajemy ja do drzewa rozpinajacego. Sprawdzanie,
czy dwa wierzchotki nalezg do réznych drzew, mozemy
zrealizowaé za pomocy struktury zbioréw roztacznych.
Czas wykonania @ operacji (dla kazdej krawedzi)
na n-elementowym zbiorze wierzchotkéw wynosi O(n? -
log*(n)), gdzie log" oznacza logarytm iterowany, czyli
liczbe operacji logarytmowania potrzebna do uzyskania
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krawedzi.

wyniku nie wiekszego od 1. Algorytm wybierze n — 1
krawedzi, ktére tworza maksymalne drzewo rozpinajace.
Calkowity czas dzialania algorytmu wynosi O(n? - log(n))
(dominujace jest sortowanie krawedzi po wadze). Jesli
wykorzystamy sortowanie przez zliczanie, to otrzymamy
czas O(M +n? -log*(n)). Dow6d poprawnosci algorytmu
pozostawiamy Czytelnikowi jako éwiczenie (dowdd jest
analogiczny do dowodu algorytmu Kruskala).

Rozwiazanie O(n + M - log(M) - log™(M))

W tym rozwigzaniu nie bedziemy jawnie konstruowali
grafu, natomiast postaramy sie szybko znajdowaé
krawedzie maksymalnego drzewa rozpinajacego.
Zauwazmy, ze NWD(fy, f») < min(fy, f,) dla dowolnych
u,v € V. Zatem krawedzie incydentne z wierzcholkiem
u € V moga mie¢ co najwyzej wage f,. Na mocy
obserwacji polaczmy w drzewa wierzcholki o tej samej
czestotliwosei. Niech S, = {u € V : f, = z}. Teraz,

dla kazdego naturalnego x € [1; M| wierzcholki S,
taczymy w drzewo. Wystarczy np. do wybranego
wierzchotka podlaczyé pozostale, tworzac |S;| — 1 nowych
krawedzi o wadze x kazda. W dalszej czedci rozwiazania
mozemy uwzgledni¢ tylko reprezentantéw otrzymanych
drzew, poniewaz kazdy wierzchotek w drzewie ma taki
sam zestaw wag krawedzi. Woéwczas nie ma dwoch
wierzchotkéw o tym wspodtezynniku.

W zmodyfikowanym algorytmie Kruskala przegladamy
krawedzie w kolejnosci nierosnacych wag. Zatem

dla kazdego d od M do 1 znajdzmy wierzchotki,

ktore moga by¢ potaczone krawedzia o wadze d.

Sa to wierzcholki z etykietami: d, 2d, 3d, .. ., L%Jd
(wielokrotnosci d nie wigksze niz M). Chcemy wszystkie
te wierzchotki usp6jni¢ (by¢ moze pomiedzy niektérymi
wierzchotkami sa juz krawedzie wygenerowane
wezesniej). Wystarczy, ze wybierzemy jeden wierzcholek
i podlaczymy do niego te wierzcholki, ktére naleza

do innego drzewa.

Dla kazdego d rozpatrzymy L%J wierzcholtkéw. Zatem
w sumie rozpatrzymy O(M -log(M)) wierzchotkéw.

Do sprawdzania spdjnosci wykorzystujemy strukture
zbioréw roztacznych. W celu szybkiego sprawdzania,
czy istnieje wierzcholek z dana etykieta, wystarczy

na poczatku zliczyé wystapienia w czasie O(n 4+ M). Stad
calkowita ztozono$é wynosi O(n + M -log(M) - log™(M)).
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