Informatyczny kacik olimpijski (128): Trzej znajoms

W tym odcinku oméwimy rozwiazanie zadania ,, Trzej znajomi”, ktore
pojawilo si¢ na drugim etapie XIII Mlodziezowej Olimpiady Informatycznej.

Trzej znajomi: Adam, Blazej i Cezary postanowili napisac cigg n liczb naturalnych. Kazdy z nich mial inny

pomyst na cigg. Adam chcial napisaé cigg a = (a1, as, ...,
¢n). Znajomi dlugo nie mogli doj$é do porozumienia, dlatego postanowili zbudowaé nowy cigg
,dyn). Ustalili, ze na kazdej pozycji wybiorg ktérgs ze swoich opcji, czyli d; € {a;,b;,c;}. Koledzy

c= (017027"'3
d=(dy,ds, ...

ay), Blazej cigg b= (b1, ba,. ..

,bn), zas Cezary cigg

zgadzajq sie, zZe roinica pomiedzy najwiekszym a najmniejszym elementem ciggu d powinna byé jak najmniejsza.

Jakq najmniejszq réinice moze miec cigg d?

Rozwigzanie O(3" - n)

Zacznijmy od rozwiazania, ktore generuje wszystkie
mozliwe ciagi d. Takich ciagdéw jest 3™ (wartosé
kazdego z n elementéw mozna wybraé na 3 sposoby).
Sposréd wygenerowanych ciggdéw nalezy wybraé ten,
ktory ma najmniejsza réznice pomiedzy najwiekszym

a najmniejszym elementem, oraz wypisaé¢ te réznice.
Dla ustalonego ciaggu d znalezienie najmniejszego

i najwiekszego elementu mozna wykonaé¢ w czasie O(n)
(przegladamy kolejne elementy, pamietajac najmniejszy
oraz najwiekszy). Rozwiazanie dziala w czasie O(3"™ - n).

Obserwacja:

Zauwazmy, ze dla ustalonych catkowitych x,y (x < y)
mozemy w czasie O(n) sprawdzié, czy istnieje ciag d,
ktérego wartosci elementéw naleza do przedziatu [z;y].
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym jest, aby
dla kazdego indeksu i (1 < ¢ < n) przynajmniej jeden
z trzech elementéw a;, b;, ¢; nalezal do [z;y].

Rozwigzanie O((mz —m1)? - n)

Niech m i my oznaczaja odpowiednio wartosé
najmniejszego i najwickszego elementu w ciagach

a,b i c. Korzystajac z powyzszej obserwacji,
wystarczy dla wszystkich par liczb catkowitych

ziy (mp <z <y < me) sprawdzié, czy istnieje

ciag d, ktérego wartosci naleza do przedziatu [z;y].
Sposréd poprawnych przedzialéw nalezy wybraé ten
o najmniejszej réznicy y — x. Wszystkich przedziatow
do sprawdzenia jest O((mg —m1)?). Zatem rozwiazanie
zajmuje czas O((mg —m1)? - n).

Rozwiazanie O(n?)

Niech S bedzie zbiorem wartoéci, ktére wystepuja
przynajmniej raz w ciggu a, b lub c. Zauwazmy, ze
wystarczy rozwazaé tylko takie przedzialy [z;y],
dla ktérych z < y oraz x,y € S. Moc zbioru S jest
rzedu O(n) (co najwyzej 3n réznych wartosci moze
pojawic sie w a, b, ¢, poniewaz tyle jest w sumie
elementéw). Stad do sprawdzenia mamy O(n?)
przedzialéw, zatem calkowita ztozonosé czasowa
wynosi O(n3).

Rozwiazanie O(n? - log(n))

Okazuje sie, ze nie musimy sprawdzaé wszystkich wyzej
wymienionych przedziatéw. Wystarczy, ze dla kazdego

x € S wyznaczymy takie najmniejsze y, ze istnieje ciag d,
ktérego wartosci elementéw naleza do [z;y]. Ustalmy
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x € 8, dla ktérego szukamy najmniejszego y. Nastepnie
warto$é y wyszukajmy binarnie w przedziale [z; max(S)].
Rozwiazanie dziata w czasie O(n? - log(n)).

Rozwiazanie O(n?)

Podobnie jak wyzej, dla kazdego = € S wyznaczymy
najmniejsze poprawne y. W tym celu skonstruujemy
ciag d, ktérego najwiekszy element bedzie mozliwie
najmniejszy. Dla kazdego d; mamy trzech kandydatéw
a;, bi, ¢;. Spoérod nich wybieramy najmniejszego,
ktory jest wigkszy lub réwny x. Jesli taki element

nie istnieje, to znaczy, ze nie istnieje ciag d

z minimalnym elementem x. W przeciwnym przypadku
y = max(dy,ds,...,dy). Dla ustalonego & wyznaczenie
minimalnego y odbywa sie w czasie O(n), zatem cale
rozwiazanie dziala w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n - log(n))

Kazdy z elementéw ciagéw a,b i ¢ opiszmy para liczb:
warto$é i indeks. W ten sposéb otrzymamy 3n par:

(ala 1)7 (a27 2)7 ) (ana n)a (bh 1)7 (b27 2)a ) (bna Tl),
(c1,1),(¢2,2),...,(cn,n). Nastepnie posortujmy te

pary rosnaco wzgledem pierwszej wspotrzednej,

aby otrzymacé ciag (p1,q1), (P2, G2),- - -, (P3n, G3n)-
Zauwazmy, ze z ciagu p;,...,p; (dla 1 <i<j < 3n)
mozna wybra¢ n elementéw, ktore utworza ciag d, jesli
{1,2,...,n} C{qi; git1,---,q;}- Innymi slowy, dla kazdej
pozycji (od 1 do n) musimy ustali¢ przynajmniej jeden
element. Zatem chcemy znalezé takie indeksy i, j
(1<i<j<3n),zezp;,...,p; mozna zbudowaé

ciag d oraz p; — p; jest minimalne. Wystarczy, ze

dla kazdego i od 1 do 3n znajdziemy najmniejsze takie
J =1, ze z elementéw p;, ..., p; mozna zbudowac cigg d.
Do rozwiazania tego problemu wykorzystamy metode
gasienicy. Na poczatku ¢ = j = 1. Dopdki fragment

Di, - .-, p; nie pozwala stworzy¢ poprawnego ciagu,

to zwigkszamy j o jeden. W przeciwnym przypadku
przechodzimy do kolejnego ¢. W kazdym kroku zliczamy
liczbe wystapien kazdego indeksu na rozpatrywanym
fragmencie oraz pamigtamy liczbe réznych indekséw,
ktore wystepuja przynajmniej raz. Jesli ta wartosé jest
réwna n, to wtedy rozpatrywany fragment tworzy ciag d.

Sortowanie dziala w czasie O(n - log(n)), za$ faza
szukania najkrotszych fragmentéw dla kazdego poczatku
zajmuje czas O(n). Zatem cale rozwigzanie dziala
w czasie O(n - log(n)).
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