Informatyczny kacik olimpijski (126):

Klocki z numeramsi t pileczki na podiodze

W tym odcinku oméwimy rozwiazania dwéch zadan z pierwszego etapu
XIIT Mlodziezowej Olimpiady Informatyczne;j.

Klocki z numerami: Danych jest n klockéw z zapisanymi na nich numerami. Cigg a = (a1, as, ..

., Q) oOpisuje

numery zapisane na kolejnych klockach. Mowimy, ze kolekcja klockow jest imponujaca, jesli kazdy naturalny numer x
wystepuje x razy albo nie wystepuje weale. Imponujacymi kolekcjami sq (3,2,2,3,3) i (4,4,1,4,4), zas nie sq: (1,2,3,4)
i(2,2,3,3). Mozemy zmienié numer dowolnego klocka na dowolny inny numer. Ile minimalnie zmian numerdéw nalezy

dokonaé, aby otrzymac imponujgcg kolekcje?

Rozwiazanie O(n?)
Nasze rozwazania rozpocznijmy od prostej obserwacji:
W ostatecznym ponumerowaniu Zaden klocek nie bedzie
mial numeru wiekszego niz n.
Na mocy powyzszej obserwacji mozemy ograniczy¢ sie
do numeréw nie wigkszych niz n, gdyz tylko takie
numery bedg w ostatecznym ponumerowaniu. Zliczmy,
dla kazdego 1 < i < n, liczbe klockéw z numerem 1
(niech w; oznacza te wartosé¢). Teraz problem mozemy
opisa¢ nastepujaco. Mamy n numerow, a i-ty numer
ma warto$¢ w;. Intuicyjnie, warto$¢ numeru oznacza,
ile juz klockéw z tym numerem mamy. Naszym celem
jest wybra¢ najbardziej wartoSciowy podzbiér numerdéw
sumujacych sie do n. Wéwczas liczba klockow, ktore
nalezy przenumerowaé, to n pomniejszone o znaleziona
wartos¢ podzbioru.

Otrzymany problem jest podobny do problemu
plecakowego (numery sa przedmiotami). Z jedna réznica,
chcemy zapetni¢ plecak ,,po brzegi”, tzn. wybraé
podzbiér, ktérego numery sumuja sie¢ do n. Opiszemy
teraz, w jaki spos6b znalezé taki podzbiér.

Niech T'[j], dla 0 < j < n, oznacza warto$¢ najbardziej
wartos$ciowego podzbioru o sumie numeréw rownej j.
Poczatkowo T'[0] = 0 oraz T[j] = —co dla 1 < j < n.
Nastepnie przegladamy kolejne numery, ktére moga
tworzy¢ finalny podzbiér (numery od 1 do n). Zalézmy,
ze rozpatrujemy numer i o wartosci w;. Chcemy policzy¢
nowe wartosci tablicy T' (z uwzglednionym i-tym
numerem), oznaczmy te wartosci przez T”. Wéwezas:

T'[5] = max(T[j], T[j — i] + w;)

jesli T[j — i] # —o0

(T'[§] oznacza przypadek, kiedy do podzbioru o sumie

J nie bierzemy i-tego oraz wyzszych numeréw, zas

T[j — i] + w; oznacza przypadek, kiedy i-ty numer
wlaczamy do podzbioru). Po obliczeniu 7", przepisujemy
wartosci 77 do T.

Dla kazdego z n przedmiotéw przegladamy n + 1
elementows tablice T', zatem otrzymujemy rozwiazanie
w zlozonosci czasowej O(n?).

Pilteczki na podlodze: Danych jest n punktéow na plaszczyinie, ponumerowanych od 1 do n, i-ty punkt ma
wspdlrzedne (x;,y;). Naszym zadaniem jest pokolorowaé te punkty (kazdy punkt na czerwono albo niebiesko). Checemy,
aby odleglos¢ pomiedzy najblizszymi dwoma punktami w tym samym kolorze byla jok najwieksza.

Rozwiazanie O(n? - log(n))
Stwoérzmy graf pelny G = (V, E), gdzie:

o V={1,2,...,n} — zbiér n wierzchotkdéw,
e F={(u,v)[1 <u<v<n}— zbidr "("2_1) krawedzi
nieskierowanych.

Niech i-temu punktowi odpowiada i-ty wierzchotek.
Waga krawedzi (u,v) niech bedzie kwadrat odleglosci
pomiedzy u-tym i v-tym wierzchotkiem, tj. w(u,v) =

= (T — Tv)?*+ (yu — y»)?. Na potrzeby tego rozwiazania
wprowadzmy nowe pojecie: d-porzadek, czyli takie
przyporzadkowanie koloréw wierzchotkom, ze waga
krawedzi pomiedzy dowolnymi dwoma wierzcholtkami

w tym samym kolorze wynosi przynajmniej d. Naszym
zadaniem jest znalez¢ takie najwieksze d, dla ktérego
istnieje d-porzadek.

Zauwazmy, ze d-porzadek jest réwniez d’-porzadkiem
dla d’ < d. Zatem warto$é¢ d mozemy znalezé za pomoca
wyszukiwania binarnego. Pozostato nam wiec opisaé
algorytm, ktory dla ustalonego d sprawdzi, czy

istnieje d-porzadek. Zbudujmy graf G’ = (V, E'), gdzie
E' = {(u,v)|(u,v) € EANw(u,v) < d}. Otrzymalidmy
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graf G’ z grafu G poprzez usuniecie krawedzi o wadze
wiekszej lub réwnej d. Nie musimy uwzgledniaé¢ tych
krawedzi, poniewaz ich konce moga by¢ pokolorowane
na ten sam kolor. G bedzie d-porzadkiem, jesli G
bedzie grafem dwudzielnym. Aby sprawdzié, czy

G’ jest dwudzielny, nalezy sprawdzié, czy kazda

spéjna tego grafu jest dwudzielna. Sprawdzenie, czy
spdjna jest dwudzielna, rozpoczynamy od wybrania
dowolnego wierzchotka i pokolorowania go na czerwono.
Nastepnie przeszukujemy graf (np. za pomoca
algorytmu DFS) i odwiedzanym wierzchotkom
przypisujemy kolor przeciwny do koloru poprzednika.
Jedli natrafimy na krawedz, ktora taczy dwa wierzchotki
z przyporzadkowanym tym samym kolorem, to wiemy,
ze graf nie jest dwudzielny. Jesli natomiast nie wystapi
zadna kolizja, to znaczy, ze graf jest dwudzielny.

Liczba krawedzi w G jest rzedu O(n?). Zatem algorytm
wyszukiwania binarnego wykona O(log(n)) faz. W kazdej
fazie budujemy graf rozmiaru O(n?) i w czasie liniowym
od jego rozmiaru sprawdzamy, czy graf jest dwudzielny.
Calkowita zlozonoéé czasowa to O(n?log(n)).
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