Informatyczny kacik olimpijski (125):

Liczby prawie pét-pierwsze

Tym razem oméwimy zadanie Liczby prawie pol-pierwsze, ktore pojawilo sig
na Sobotnim Kole Naukowym (25.11.2017) organizowanym przez Stowarzyszenie
Talent w IIT Liceum Ogdlnoksztatcacym w Gdyni.

Liczby prawie pél-pierwsze: Liczbe p nazywamy prawie pol-pierwszq, jesli jest iloczynem dwaoch liczb pierwszych

q1,q2, gdzie 2 < q1,q2 <

108, Liczby 14 =2-7 i 49 = 7-7 sq prawie pot-pierwsze. Natomiast liczby 30 =2-3-5

i 2000 000 014 = 2 - 1 000 000 007 nie sq prawie pél-pierwsze. Dane sq dwie liczby catkowite a i b (2 < a < b < 1012).
Oblicz, ile jest liczb prawie pél-pierwszych na przedziale [a,b].

Rozwiazanie O((b — a) - v/b)

Pierwszy pomyst, ktory nasuwa sie po przeczytaniu
tresci, polega na przejrzeniu wszystkich liczb catkowitych
z przedziatu [a, b] i zliczeniu tych, ktére sa prawie
pét-pierwsze. Liczba prawie pét-pierwsza zawiera
doktadnie dwie liczby pierwsze nie wicksze niz 10°

w rozkladzie na czynniki pierwsze. Rozklad na czynniki
pierwsze liczby calkowitej £ mozemy znalezé w czasie
O(y/z) (przegladamy potencjalne dzielniki pierwsze

z przedziatu [2, (\/ﬂ]) Rozwiazanie dziata w czasie

O((b — a) - Vb).

Rozwiagzanie O(b - log(log(b))

W tym podejsciu, podobnie jak wczesniej, dla kazdej
liczby calkowitej z przedziatu [a, b] sprawdzimy, czy jest
ona prawie pot-pierwsza.

Zacznijmy od stworzenia takiej tablicy S, ze S[i]

dla kazdego i € [2,b] oznacza najmniejszy dzielnik

pierwszy i. W tym celu wystarczy nieznacznie

zmodyfikowaé sito Eratostenesa. Zamiast zapamietywaé

informacje, czy liczba jest pierwsza czy zlozona,

bedziemy pamigtali jej najmniejszy dzielnik, bedacy

liczbg pierwsza. Strukture budujemy w czasie

O(b - log(log(b)). Woéwczas w czasie stalym mozemy

stwierdzic, ze:

e p jest pierwsze, jesli: S[p] = p,

oD jest prawie pol-pierwsze, jesli:

= sfiy A Slpl. sy < 10%

Wtedy jej dzielnikami pierwszymi sa S[p] i

Slp] #p A S[h] =

_p_

Slp]”

Po wygenerowaniu S zliczamy liczby prawie pot-pierwsze
z przedzialu [a,b]. Rozwiazanie dziala w czasie

O(b - log(log(d)).

Rozwiazanie O((b— a) - log(log(b — a) + Vb))
Niech M = 10 oraz T[i] dla kazdego i € [2, M]
wskazuje, czy i jest pierwsze (T[i] = 1), czy zlozone
(T'[é] = 0). Dla pozostatych i niech T'[i{] = 0. T' obliczamy
za pomoca sita Eratostenesa. Dodatkowo stworzmy taka
tablice S’, ze S'[i] dla kazdego i € [a, b] bedzie oznaczalo
najmniejszy dzielnik pierwszy i. Konstrukcja S’

jest nastepujaca. Najpierw przypisujemy S’[i] = ¢

dla kazdego i € [a,b]. Nastepnie dla kazdej liczby
pierwszej g € [2, [\/BH przegladamy jej wielokrotnosci
w przedziale [a, b], czyli liczby (%1 -q, ((%W +1)-q

g ey

LgJ - q, 1 aktualizujemy ich najmniejszy dzielnik pierwszy.

Zauwazmy, Ze wielokrotnoéei 2 w przedziale [a, ] jest
co najwyzej 252 + 1, wielokrotnosci 3 jest co najwyzej
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b’T“ + 1 itd. Zatem konstrukcja struktury zajmuje
O((b — a) -log(log(b — a)) + V/b) operacii.

Na koniec zliczamy liczby prawie pét-pierwsze
z przedzialtu [a, b, czyli takie p € [a, ], ze

s NS MAT =1

1) £ 0 S' < MAT| g
Rozwiazanie O(M - log(log(M)))

Niech f : N — N bedzie taka funkcja, ze f(x) oznacza
liczbe liczb prawie pél-pierwszych na przedziale [1, z].
Wéwezas liczb prawie p6l-pierwszych na przedziale [a, b]

jest f(b) — f(a—1).

Opiszemy teraz, jak policzy¢ f(x) dla x € [1,102].
Zacznijmy od wygenerowania ciagu kolejnych liczb
pierwszych nie wiekszych niz M = 10°. Oznaczmy
ten ciag jako P = (p1,pa,...,pr). Poczatkowymi
wyrazami ciagu sa: p1 = 2, po = 3, ps = 5 itd. Liczby
pierwsze mozemy znalezé za pomocsg sita Eratostenesa.
Zauwazmy, ze tylko elementy ciagu P moga wystepowacd
w rozktadzie na czynniki pierwsze liczb prawie
pét-pierwszych. Zatem:

= {(i,5) : pip; Sz A1 <i<j< kY
Warto$¢ f(z) mozemy policzy¢ naiwnie, przegladajac
wszystkie pary elementéw ciagu P. Niestety takie
rozwiazanie jest wolne, poniewaz przeglada sie O(k?) par
elementéw, gdzie k = 78498 (tyle jest liczb pierwszych
nie wiekszych niz 10°).

Na szczedcie mozemy to przyspieszy¢é. Niektore pary
bedziemy zliczali ,hurtowo”. Dokladniej, dla kazdego

€ [1, k] wyznaczymy takie najwieksze j; € [i, k], Z
pipj; < x. Jedli takie j; nie istnieje, to niech j; =i — 1.
Wéweczas liczby postaci p;p;, piPi+1, - - -, Pipj; 5a prawie
pol-pierwsze. Zas wszystkich par jest Zie[l,k} (ji—i+1).
Algorytm przebiega nastepujaco. Najpierw naiwnie
znajdujemy ji, przegladajac przedzial indekséw [1, k].
Nastepnie kolejno wyznaczamy wartosci jo, js, - .., Jk-

Obserwacja: Dla kazdego i € [2, k] zachodzi j; < j;—1.

Dowéd: Wiemy, ze p; > p;—1 oraz Visj, ,pi—1p1 > T.
Stad V>, ,pipr > . Zatem j; < ji—1.

Na mocy powyzszej obserwacji, szukanie wartosci j;
mozemy rozpoczaé od j;—1 i zmniejszacé ja dopodki
pipj;, > x. W ten sposéb wykonamy O(k) operacji podczas
obliczania f(z). Cale rozwiagzanie dziala w czasie
O(M - log(log(M))).
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