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Co ciekawe, sztuczka zmniejszania liczby
mnozen byla znana juz Gaussowi, ktory
uzywal jej do mnozenia liczb zespolonych
za pomocy trzech mnozen.

model Internetu, w ktorym wezly sieci sa graczami, krawedzie — polaczeniami,
a uzytecznosé gracza (w tym przypadku koszt polaczen) jest mierzona
dhugoscia i liczba polaczen z innymi graczami. Autorzy przeanalizowali istnienie
i wlasnosci réwnowag Nasha, przedstawili liste otwartych problemoéw, z ktérych
do dzi$ tylko kilka doczekalo sie rozwiazania. Otwartym problemem jest

w szczegblnosci pytanie, czy istnieja i jakie maja wlasnosci procesy dynamiczne,
prowadzace do réwnowag (w tym i w pdzniejszych modelach tworzenia sieci).

Waznym typem modeli teoriogrowych, stosowanych do wyjasniania
rzeczywistych zachowan, sa modele uczenia, w ktorych gracze zmieniaja strategie
w zaleznosci od wyptat swoich i innych graczy, prowadzace do réwnowagi Nasha,
np. ,Replikator” czy ,,Gra fikcyjna” (fictitious play). Jednakze, m.in. w wyniku
rozwoju ekonomii eksperymentalnej i po uwzglednieniu osiggnieé¢ psychologii,
stalo sie jasne, ze ludzie zachowuja si¢ inaczej, niz przewiduja modele uczenia.

Jednym z intrygujacych probleméw, ktéry do tej pory nie ma powszechnie
akceptowanego rozwigzania, jest zagadnienie ewolucji kooperacji w grupach
ludzkich, w ktérych interakcje sa opisywane formalizmem TG. Najczesciej
stosowanymi modelami takich sytuacji sa dylematy spoleczne, w szczegolnosci
»Dylemat Wieznia” i (w przypadku wielu graczy) ,Dylemat Wspdlnych
Zasobow”. Mozna przewidywaé, ze nowe modele beda w szerszym stopniu
uwzglednialy wzmiankowane wyzej aspekty behawioralne i neurobiologiczne
takich interakcji.
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Mnozenie nie tylko macierzy
Marcin MUCHA*

Tematem tego artykutu jest mnozenie macierzy, ale zaczniemy od problemu
nieco prostszego — mnozenia wielomianéw. Niech A i B beda wielomianami
stopnia n, A(z) = Y1 ja;xt, B(z) = > b;x’. lloczynem A i B jest wielomian
C(x) = 21220 cixt, gdzie ¢; = D o<k<i @kbiok (przyjmujemy ag = by =0 dla k > n).

Mnozenie wielomianéw za pomocg tego wzoru wymaga rzedu n? operacji.
Okazuje sie jednak, ze mozna to zrobi¢ szybciej. Jako pierwszy zauwazyt

to Anatolij Karatsuba juz w 1960 roku. Algorytm Karatsuby opiera sie na
nastepujacym spostrzezeniu. Rozwazmy iloczyn wielomianéw szczegdlnie prostej
postaci:

(anx™ + ag)(bnx™ + bo) = anbnr®™ + (anbo + brag)x™ + agbo.
Wydaje sie, ze do obliczenia wspélczynnikéw wyniku potrzebne sa cztery
mnozenia, ale wystarcza trzy, gdyz
anbo + bnao = (CL() + an)(bo -+ bn) — CLObO — anbn.
W ogdélnym przypadku, aby pomnozyé¢ dwa wielomiany A, B stopnia 2n — 1,
zapisujemy A nastepujaco:
Az) = Z a;z" + x”( Z aani),
0<i<n 0<<i<n
i analogicznie B, a nastepnie korzystamy z wyprowadzonej wlasnie tozsamosci.
Sprowadzamy w ten sposéb jedno mnozenie wielomianéw stopnia 2n — 1 do

11



Pracujemy teraz z wielomianami, ktérych  trzech mnozen oraz dwoch odejmowan wielomiandéw stopnia n — 1. Proces

wspélczynniki same sg wielomianami. . 4 s : a5

Zachecamy Crytelnika do sprawdzenta, s ten mozna kontynuowaé rekurencyjnie. Llc,zbeg operacji ar}ftm'ety,cznych',

nie prowadzi to do zadnych wykonywanych przez uzyskany w ten sposob algorytm, opisuje réwnanie

nieprzewidzianych trudnosci. T(2n —1) = 3T(n — 1) + O(n), ktérego rozwiazaniem jest T'(n — 1) = O(n'°823),
gdzie log, 3 ~ 1,585. Jesli poczatkowe stopnie nie sa postaci 2% — 1, nalezy je
sztucznie zwigkszy¢, nie zmienia to rzedu liczby operacji.

Istnieja tez inne efektywne algorytmy mnozenia wielomianéw. Najszybszy

z nich korzysta z szybkiej transformaty Fouriera i wymaga O(nlogn) operacji
arytmetycznych. Warto zwréci¢ uwage, ze algorytméw tych mozna uzywaé
takze do mnozenia liczb, wstawiajac za wspéleczynniki wielomianéw cyfry

liczb, ktére chcemy pomnozy¢. Poprawnosé tej procedury tatwo uzasadnié¢ —
wystarczy podstawi¢ za x baze systemu, w ktérym liczymy, np. z = 10. Zaréwno
algorytm Karatsuby, jak i inne szybkie algorytmy mnozenia liczb/wielomianéw
sg uzywane w praktyce. Wiele bibliotek implementuje kilka réznych algorytméw
i wybiera wlasciwy w zaleznosci od rozmiaru mnozonych liczb.

Przejdzmy teraz do gléwnego tematu tego artykutu, czyli mnozenia macierzy.
Niech A i B beda macierzami n x n, A = (a; ;), B = (b; ;). lloczynem A i B jest
macierz C = (¢; ;), gdzie ¢; ; = > p_, a; ki ;. Jak latwo sprawdzi¢, mnozenie
macierzy za pomocs tej definicji wymaga rzedu n® operacji. W 1969 roku
Strassen zadziwil swiat naukowy odkryciem algorytmu, ktéry mnozy macierze
za pomoca O(n!°827) operacji, gdzie log, 7 ~ 2,81. Algorytm ten opiera sie
na pomysle podobnym do algorytmu Karatsuby. Strassen znalazl mianowicie
metode mnozenia dwéch macierzy 2 x 2 za pomoca 7 mnozen zamiast 8,
ktére wykonuje algorytm naiwny. Aby méc zastosowaé algorytm Strassena
rekurencyjnie, wystarczy zauwazy¢, ze jedli kazda z macierzy A, B oraz C = AB
podzielimy na cztery identycznych rozmiaréw kwadratowe bloki, to zachodzi:

<Cl,1 Cl,2> _ (Al,lBl,l +A19B21 Ai1Big+ A1,232,2>

Co1 Cap Ao 1B11+As2Bsy Ay 1Bio+ AsoBao)

Oznacza to, ze mozna takie macierze blokowe mnozy¢ tak, jakby bloki byty
liczbami. W polaczeniu ze sztuczka Strassena pozwala to zredukowaé¢ mnozenie
macierzy (2n) x (2n) do 7 mnozen macierzy n X n i pewnej, zupelnie nieistotnej,
liczby dodawan takich macierzy. Ztozonosé uzyskanego w efekcie algorytmu
rekurencyjnego opisuje réwnanie T'(2n) = 7T(n) + O(n?), ktérego rozwigzaniem
jest wspomniana wezesniej ztozonosé T'(n) = O(n!°827).
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Po odkryciu Strassena sadzono, ze znalezienie algorytmu o ztozonoéci O(n?logn)
lub podobnej jest tylko kwestia czasu. Stalo sie jednak inaczej. Przez kolejnych
dwadziescia lat rozwinieto niezwykle wyrafinowana metodologie konstrukcji
algorytmow mnozenia macierzy, wyrazona w jezyku algebry tensorowej.
N 7 W ramach tej teorii zaproponowano wiele algorytméw mnozenia macierzy,
najszybszym z nich jest opublikowany w roku 1980 algorytm Coppersmitha
\/ i Winograda o ztozonosci O(n?38). Od tamtego czasu powstaly nowe, duzo
bardziej eleganckie teorie, m.in. interpretacja znanych algorytméw w jezyku
dzialan grup. Parametry algorytmu Coppersmitha i Winograda zostaly tez

@7l 37
éé O Qo zoptymalizowane, w efekcie uzyskano ztozonoéé O(n?37). Pytanie o algorytm

o zlozonosci niemal kwadratowej pozostaje nadal jednym z najbardziej
fundamentalnych otwartych probleméw algorytmiki.

Nie jest to jednak jedyny otwarty problem zwiazany z mnozeniem macierzy.
Mnozenie macierzy jest niezwykle czesto wykorzystywane w praktyce,

choé¢by w implementacji warstw gestych w tak ostatnio popularnych

sieciach neuronowych. Pomimo to zadna z popularnych zoptymalizowanych
implementacji nie korzysta z omawianych tu algorytmow. Powody ku temu

sa dwa. W przypadku najszybszych asymptotycznie algorytméw stata ukryta
w notacji duzego O ma monstrualne rozmiary, przez co sa one bezuzyteczne

w praktyce. Z kolei w przypadku wolniejszych asymptotycznie algorytmow,

np. algorytmu Strassena, rekurencyjna struktura utrudnia efektywne zarzadzanie
pamiecia podreczng procesora (cache), ktére jest kluczowym elementem
efektywnych implementacji. Czy istnieja naprawde szybkie algorytmy mnozenia
macierzy?
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