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Spéjrzmy na dwa grafy na ponizszym rysunku.
Wygladaja zupelnie inaczej, prawda?
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A jednak to tylko zludzenie. Tak naprawde to jest ten
sam graf, ale inaczej narysowany. Istotnie, ponizej
ponumerowali$émy wierzchotki obu graféw od 0 do 9

i latwo mozna sprawdzi¢, ze w obu przypadkach
wierzcholek o danym numerze ma takie same numery
sgsiadow.

Izomorfizm graféw G = (Vg, Eq) i H = (Vy,Eg) to
dowolna bijekcja f : Vg — Vp, taka ze dowolne dwa
wierzchotki u, v € Vg sasiaduja w G wtedy i tylko wtedy,
gdy f(u) i f(v) sasiaduja w H. Gdy izomorfizm z G

do H istnieje, mowimy, ze grafy G i H sg izomorficzne.
Przyklad izomorfizmu graféw widzimy na rysunku
powyzej.

Informatyk od razu zapyta o algorytm rozstrzygajacy,
czy dane dwa grafy sa izomorficzne. Oznaczmy n =

[Ve| = |Vu| (gdy ostatnia réwnosé nie zachodzi, problem
jest banalny). Algorytm wynikajacy wprost z definicji
sprawdza wszystkie n! bijekcji i dziala w czasie O(n! -
n?). Ale czy istnieje algorytm wielomianowy? To
niewinne pytanie jest jednym z najwigekszych problemoéw
otwartych wspolczesnej informatyki.

Oczytany Czytelnik zapewne zna wiele innych
probleméw grafowych, dla ktérych algorytm
wielomianowy nie jest znany: problem kliki, problem
cyklu Hamiltona, problem kolorowania. Sa to problemy
NP-zupelne, a rozwiazanie jednego z nich w czasie
wielomianowym od razu implikuje takie rozwigzanie

dla pozostalych (oraz tysiecy innych nazwanych
probleméw z klasy NP). Co cieckawe, nie wiemy, czy
problem izomorfizmu graféw jest NP-zupelny! Mamy
nawet istotne powody, aby podejrzewaé, ze tak nie jest
(przeczyloby to kilku znanym hipotezom). Gdy autor
tego artykulu byl studentem, znany byl jeszcze jeden
problem o podobnym statusie: testowanie pierwszosci
liczb, w 2002 roku zostal on jednak rozwiazany w czasie
wielomianowym. Czy ten sam los czeka izomorfizm
graféw? Aktualny rekord $wiata, ktory ustanowil Laszlo
Babai dwa lata temu, to algorytm dzialajacy w czasie
nO(1ogm)%) " dla pewnej stalej c.

Problem izomorfizmu graféw
tukasz KOWALIK*

Zanim porwiemy sie na trudny problem, warto
zrozumie¢ jego szczegdlne, byé moze prostsze, przypadki.
Jedna z najprostszych klas graféw sa drzewa (grafy
sp6jne bez cykli). Jak sprawdzié, czy dwa drzewa,

Ty i Ty, sa izomorficzne? Niech v bedzie dowolnym
wierzchotkiem T7. Rozpatrzmy wszystkie n mozliwosci
ustalenia w = f(v). Mozemy ukorzenié¢ 71 w v, tzn.
uznaé, ze v jest korzeniem, a dla dowolnego innego
wierzchotka u sasiad u na (jedynej) éciezce do v jest
ojcem u. Podobnie ukorzeniamy 75 w w. Naszym

celem bedzie przypisanie kazdemu ukorzenionemu
drzewu identyfikatora (wyrazenia nawiasowego) tak,
aby drzewa byty izomorficzne wtedy i tylko wtedy,

gdy maja te same identyfikatory. Wowczas wystarczy
poréwnadé identyfikatory 73 i T». Drzewo skladajace sie
z pojedynczego wierzcholka dostaje identyfikator ().
Identyfikator drzewa powstaje przez a) posortowanie
identyfikatoréw poddrzew korzenia, b) sklejanie ich

w uzyskanej w kolejnosci w jedno stowo, ¢) dodanie
symbolu ( na poczatku i symbolu ) na konicu. Na
przyklad, drzewo /A zakodujemy jako ((O) ) ),
zakladajac, ze w naszym porzadku sortowania nawias
otwierajacy poprzedza nawias zamykajacy. Czytelnik
Pracowity na pewno z latwoscia wykaze przez indukcje,
ze istotnie tylko izomorficzne drzewa daja ten sam
identyfikator dla pewnej wartosci w = f(v). Tak uzyskany
algorytm jest wielomianowy, a kosztem dodatkowego
wysitku mozna te ztozonos¢ zmniejszyé nawet do
liniowe;j.

Istnieja znacznie bardziej ztozone klasy graféw niz
drzewa, dla ktorych problem izomorfizmu graféw

ma wielomianowe rozwiazanie. Jedna z nich sa grafy
planarne, tzn. takie, ktére mozna narysowaé na
plaszczyZnie bez przecieé krawedzi. Algorytm opiera

sie na twierdzeniu Whitneya, méwiacemu, ze jesli

graf planarny jest 3-spdjny (nie da sie usunaé¢ dwéch
wierzchotkéw tak, aby uzyskaé graf, ktory nie jest
sp6jny), to mozna go narysowaé na sferze w jeden tylko
sposob. Doktladniej, kazdy rysunek mozna przeksztalcié
w inny za pomoca ciaglego odwzorowania sfery w sfere.
Takie odwzorowania nie zmieniajg np. cyklicznej
kolejnosci sasiadéw wierzchotka, a wigc gdy mamy

juz na sferze narysowane dwa grafy i zgadniemy, jak
izomorfizm odwzorowuje wierzchotki dowolnej wybranej
krawedzi uv, to pozostale wartosci izomorfizmu sa
wyznaczone jednoznacznie (najpierw wyznaczymy
obrazy sasiadéw v, potem sasiadéw sasiadéw v, itd.).
Graf ma rysunek na sferze wtedy i tylko wtedy, gdy jest
planarny, a przejécie od 3-spdjnych graféw planarnych
do dowolnych planarnych nie jest trudne. Inny stynny
wynik to grafy o stopniu ograniczonym przez stala d:

w 1983 roku Babai i Luks podali algorytm dziatajacy

w czasie n?@ | korzystajac z zaawansowanych narzedzi
teorii grup.



Na szczescie w praktyce jest duzo lepiej niz w teorii.
Rozwazmy nastepujacy algorytm. Na poczatku wszystkie
wierzcholki G i H otrzymuja ten sam kolor. Niech

¢(v) oznacza kolor v. Nastepnie dla kazdego wierzcholka
v tworzymy multizbiér (tj. zbiér z powtdrzeniami)
koloréw jego sasiadéw S(v) i zapamietujemy pare

(c(v), S(v)). Pokolorujemy teraz graf na nowo w ten
sposéb, by dwa wierzcholki miaty ten sam kolor

tylko wtedy, gdy utworzyly wczedniej te¢ sama pare
(c¢(v), s(v)). Postepujemy w ten sposéb tak dlugo,
dopdki zwigksza sig¢ liczba koloréw. Jesdli multizbiory
koloréw wierzchotkéw G i H sa inne, mamy pewnos¢,

ze G 1 H nie sa izomorficzne (dlaczego?). Zauwazmy,

7e juz po pierwszym kroku algorytm ten rozrézni grafy

o innych posortowanych ciggach stopni wierzchotkéw.
Latwo wykazadé, ze poprawnie rozréznia on drzewa.

7 drugiej strony, nie rozroznia graféw regularnych.
Okazuje sie jednak, ze mozna ten pomyst uogdlnié,
kolorujac wszystkie ciagi k wierzchotkéw. Jest to
algorytm Weisfeilera—Lehmana wymiaru k i Swietnie
sprawdza si¢ w praktyce. Juz wymiar k = 3 wystarcza,
aby rozrézni¢ grafy planarne. Niestety, okazuje sie,

ze aby rozrozni¢ dowolne grafy w pesymistycznym
przypadku potrzeba wymiaru co najmniej liniowego
od n, a wiec nie tedy droga do rozwiazania naszego
problemu otwartego. Na szczedcie pesymistyczne
przypadki zdarzaja sie niezwykle rzadko w rzeczywistych
danych.

& Zadania

Redaguje Lukasz BOZYK

M 1585. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 3n kamieni na szachownicy n X n
w taki sposéb, aby w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znalazly sie dokladnie
trzy kamienie i byty one roztozone na co najwyzej dwéch polach?

Rozwigzanie na str. 4

M 1586. Kostke postawiono na stole w taki sposéb, ze odlegtosci jej
wierzchotkéw od stotu to 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Oblicz dlugo$c¢ jej krawedzi.

Rozwiazanie na str. 5

M 1587. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych (n,p) o tej

wlasnoéci, ze p jest liczba pierwsza wicksza od n oraz n? +np + p? jest kwadratem

liczby catkowite;j.
Rozwigzanie na str. 4
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Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 965. W miejscu tlustej plamy kartka robi sie ,,przezroczysta” Fakt ten
wykorzystuje sie do budowy prostego fotometru — przyrzadu do poréwnywania
natezenia $wiatta emitowanego przez dwa zrédia. Kartke papieru z ttusta plama
w jej srodku nalezy oswietli¢ prostopadle, z dwoch stron, dwoma zrédtami
Swiatla — nazwijmy je A i B. Odleglosci zrédetl od kartki dobieramy tak, aby
(przy prostopadlej obserwacji) zniknela réznica jasnosci plamy i reszty kartki.
Wéwczas natezenia $wiatta zrodel maja sie do siebie, w przyblizeniu, jak
kwadraty ich odleglosci od kartki: I4/Ip = (La/Lp)%. Wspomniane przyblizenie
polega na zalozeniu, ze ttusta plama przepuszcza cale padajace na nia Swiatlo,
a reszta kartki catkowicie je odbija. Jak nalezy zmodyfikowa¢ metode pomiaru,
zeby uzyskaé poprawna warto$¢ I4/Ip bez tego zalozenia?

Rozwigzanie na str. 6

F 966. Samochéd jadacy w obszarze zabudowanym, po suchej drodze
(wspélezynnik tarcia fo = 0,6) z maksymalna dozwolona predkoscia

vg = 50km/godz. zatrzymuje sie tuz przed pieszym. Z jaka predkoscia v
uderzytby w pieszego, gdyby:

a) jechal z predkodcia v; = 60 kmm/godz.

b) jechatl z predkoscia vy, ale droga byla mokra i wspétczynnik tarcia zmalatby

do f1 = 0,4?
Rozwigzanie na str. 9
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