Informatyczny kacik olimpijski (120): Piramidy
Tym razem oméwimy zadanie z XII OIG.

Dana jest prostokgtna plansza A o wymiarach n x m. Wiersze zostaly ponumerowane od 1 do n, za$ kolumny od 1
do m. Pole (1,1) znajduje sie w lewym gérnym rogu planszy. Niektdre pola majq przypisang wartosé 1, pozostale
warto$é 0 (Alz][y] oznacza warto$é pola (x,y)). Zerowym kwadratem nazywamy kwadrat, ktéry pokrywa tylko zera.
Dla kazdej liczby calkowitej r z przedzialu [1; min(n, m)] nalezy policzyd, ile jest zerowych kwadratéw o boku r.

Wstep
Naszym zadaniem jest obliczenie wartosci

W1, W2, - -+, Winin(n,m), 8dzie w; oznacza liczbe
zerowych kwadratéw o boku i. Zalézmy przez
chwile, ze dla kazdego pola (x,y) mamy obliczona
warto$é¢ Dz][y] — rozmiar najwiekszego zerowego
kwadratu, ktérego prawym dolnym rogiem jest
pole (z,y). Zauwazmy, ze pole (x,y) jest réwniez
prawym dolnym rogiem zerowych kwadratow

o boku: 1,2, ..., D[z][y]. Rozwazmy teraz ciag

wh, wh, ... ,w{nin%mP gdzie w} oznacza liczbe
wystapien wartosci ¢ w tablicy D.
Wowezas w; = wi +wj; + ... +w

Rozwigzanie O(nm - log(min(n,m)))

W tym podejsciu wyznaczymy wartosci tablicy D przy
wykorzystaniu metody wyszukiwania binarnego po wyniku.
Zal6ézmy, ze chcemy obliczyé¢ wartosé D|x][y] dla ustalonych z,y.
Jedli Alz][y] = 1, wtedy D[z][y] = 0. W przeciwnym
przypadku DIz][y] jest liczba calkowita z przedziatu [1;min(z,y)].
Te wartos¢ mozemy wyszukaé binarnie po wyniku, korzystajac

z faktu: Jesli (z,y) jest prawym dolnym rogiem zerowego
kwadratu o boku r, to jest rowniez prawym dolnym rogiem
kazdego mniejszego zerowego kwadratu. Sprawdzenie, czy

(z,y) jest prawym dolnym rogiem zerowego kwadratu

o boku r, mozna wykonaé¢ za pomoca sum prefiksowych

w czasie O(1). Algorytm wyszukiwania binarnego wykona
O(log(min(n,m))) takich faz. Wszystkich pél jest nm,

zatem wyznaczenie tablicy D dziala w czasie

O(nm -log(min(n,m))).

;nin(n,m)'
Sumy prefiksowe

Niech S[z][y] oznacza sume wartosci

w prostokacie, ktérego lewe gorne pole

ma wspdlrzedne (1, 1), za$ prawe dolne (z,y). Rozwigzanie dynamiczne O(nm)

Formalnie: S[z][y] = >/, 23:1 Ali][4]. Obliczenie W tym podejséciu wyznaczymy wartosci tablicy D przy
tablicy sum prefiksowych mozna zrealizowaé w czasie wykorzystaniu metody programowania dynamicznego.
linjowym wzgledem rozmiaru prostokata, korzystajac = Zalézmy, ze chcemy obliczyé warto$é D[z][y] dla ustalonych z,y.
7z ponizszych zaleznodci: Jesli Alz][y] = 1, wtedy D[z][y] = 0. W przeciwnym
przypadku rozpatrujemy nastepujace mozliwosci.

e S[[A] = A[][1];

o Sla][1] = S[z =[] + Af][1] dla 2 > 1; o Jesliz =1 lub y =1, wtedy D[z][y] = 1.

o S[[y] = S[1][y — 1] + A[l][y] dla y > 1; Dla wszystkich pél w pierwszym wierszu oraz
o S[z][y] = Alz][y] + Sz — 1][y] + Sla]ly — 1]-

w pierwszej kolumnie najwigkszy kwadrat
ma rozmiar 1.

o Jesli z,y > 1 oraz D[z — 1][y] # D[z][y — 1], wtedy
Dlally] = 1+ min(D[z — ][y}, D[z][y —1]).

=Sz = 1]y — 1};
Slz][y] jest suma: wartosci pola (z,y), prostokata
bez ostatniego wiersza, prostokata bez ostatniej
kolumny, pomniejszona o sume prostokata bez
ostatniego wiersza i ostatniej kolumny, ktéry
zostal dodany dwa razy.
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Zastanowmy sie teraz, jak za pomoca tablicy sum
prefiksowych obliczy¢ sume wartosci w prostokacie
w czasie stalym. Niech A, B, C, D beda prostokatami,

o Jedli x,y > 1 oraz D[z — 1][y] = Dlz][y — 1], wtedy
Diz]ly] = k + 1, gdzie k = D[z — 1][y], zas | = 1, jesli
Ali — E][j — k] =011 =0 w przeciwnym przypadku.

ktérych lewe gérne pole ma wspdlrzedne (1,1), zas

prawe dolne pole zostalo wskazane na ponizszym ol E— 1
rysunku. 0 | 1 - -
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Obliczenie wartosci D[z][y] dla ustalonego (z,y) odbywa
sie w czasie O(1). Plansza ma nm pdl, zatem wyznaczenie
tablicy D dziala w czasie O(nm).

Bartosz LUKASIEWICZ

Zalozmy, ze chcemy obliczy¢ sume

wartoéci w kolorowym prostokacie. Jest to
S(C)—S(B)—S(D)+ S(A), gdzie S(X) oznacza
sume wartosci w prostokacie X.
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