Informatyczny kacik olimpijski (118):
Piramida liczbowa i Zabka

Tym razem omoéwimy dwa zadania z zawodéw druzynowych X Olimpiady
Informatycznej Gimnazjalistow.

Piramida liczbowa: Julia postanowila zbudowaé piramide liczbowq. Budowe
rozpoczela od wypisania swojego ulubionego n-elementowego ciggu ay, ktory
stanowit podstawe konstrukcji. Nastepnie, dla kazdej pary sqsiednich liczb
napisata nad nig wiekszq z nich. Zauwazmy, zZe kazde kolejne pietro jest o jedng
liczbe krotsze od poprzedniego. Naszym zadaniem jest obliczyé sume elementow
tej piramidy. Po prawej znajduje sie przyklad piramidy, ktorej podstawe stanowi

ciag (4,3,2,6,1).

Rozwigzanie O(n?)

Pierwszym pomystem, ktory nasuwa sie na mysl, jest
wygenerowanie piramidy, ktora sktada sie z % liczb,
a nastepnie zsumowanie tych wartosci. Takie rozwiazanie
dziata w czasie O(n?).

Rozwigzanie O(n-log(n))

Zauwazmy, ze zbiér wartosci, ktére wystepuja w catej
piramidzie, jest réwny zbiorowi wartodci, ktore
wystepuja w podstawie tej piramidy. Wynika to
bezposrednio z konstrukcji piramidy. W zwiazku z tym
dla kazdego elementu w podstawie piramidy obliczymy,
ile razy wystepuje on w piramidzie. Wybierzmy
maksymalny element w podstawie (jesli jest wiecej niz
jeden taki element, wtedy wybieramy dowolny z nich),
oznaczmy go przez a;.

Na rysunku zaznaczono elementy piramidy o wartosci a;.
Pozostale elementy tworza dwie mniejsze piramidy.
Jedna o podstawie (ay,as,...,a;_1), druga za$
o podstawie (aj+1,Git2,...,a,). Wartosé a; wystepuje:
nin+1) i(i—1) (m—i)(n—i+1)
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razy w piramidzie (jest to rozmiar calej piramidy
pomniejszony o rozmiar lewej oraz prawej piramidy).
Suma wszystkich elementéw w piramidzie to
k-a;+ L+ P, gdzie L jest suma elementéw lewej
piramidy (a1, as,...,a;—1), za$ P jest suma elementéw
prawej piramidy (@;11,@it2,-..,a,). Aby obliczyé L i P,
wystarczy opisang procedure wywota¢ rekurencyjnie.

k=

Pozostalo nam jeszcze zastanowic sie, jak znajdowaé
numer maksymalnego elementu w przedziale.
Oczywiscie, mozemy naiwnie przejrzeé¢ caly przedzial

i wybra¢ maksimum. Niestety, wowczas otrzymamy
rozwiazanie, ktére dziala w czasie O(n?). W celu
przyspieszenia znajdowania maksimum w przedziale
mozemy wykorzystaé¢ drzewo przedziatowe, ktore

w kazdym wezle przechowuje dwie wartosci: wartosé
najwiekszego elementu oraz numer tego elementu.
Wéwezas otrzymujemy rozwiazanie, ktore dziala w czasie

O(n-log(n)).

Zabka: Zabka o imieniu Bajtus znajduje sie na kamieniu numer a. Natomiast jej upragniona mucha znajduje sie
na kamieniu numer b. Zabka w jednym skoku z kamienia numer x moze przemie$ci¢ sie na kamien o numerze 2x
lub 2x+1. Czy istnieje taka sekwencja ruchow, ktéra pozwoli Bajtusiowi dotrzeé do muchy?

Na poczatku rozwazmy trywialny przypadek. Jesli

a = b, wtedy, oczywiscie, Bajtus$ dotart juz do muchy.
Zalézmy zatem, ze a < b. W pierwszym skoku Bajtus
moze skoczy¢ na kamienie numer 2a oraz 2a+ 1, innymi
stowy na kamienie o numerach catkowitych z przedziatu
[2a;2a+1]. W drugim skoku Bajtu$ moze skoczy¢

na kamienie numer 4a,4a+ 1 z kamienia numer 2a oraz

na kamienie numer 4a+2,4a+ 3 z kamienia numer 2a+ 1.

Zatem po wykonaniu dwoch skokéw Bajtus moze
znalez¢ sie na kamieniach o numerach catkowitych
z przedziatu [4a; 4a+ 3].

Obserwacja: Jesli w i skokach Bajtus moze osiaggnac
kamienie numer [c; d], to po i+ 1 skokach moze osiagnaé
kamienie numer [2¢; 2d+1].

Dowdd: Rozwazmy dwa przypadki:

o i+ 1-wszy skok jest typu (z — 2x). Wowezas Bajtus
moze osiagnaé¢ kamienie numer 2¢,2c+2, ..., 2d.
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o i+ 1-wszy skok jest typu (x — 2z+1). Wowezas
Bajtu$ moze osiagnaé¢ kamienie numer 2c+1,
2e+3,...,2d+1.

Zatem kazdy z kamieni numer [2¢; 2d+ 1] jest osiaggalny
przez Bajtusia po i+ 1 skokach. O

Na podstawie powyzszej obserwacji generujemy

przedzialy numeréw kamieni, ktére sa osiagalne przez
Bajtusia w kolejnych skokach:

[8a;8a+7], [16a;16a+15], [32a;32a+31],. ...
Nastepnie sprawdzamy, czy istnieje przedzial, ktorego

poczatek jest nie wigkszy niz b oraz b do niego nalezy.

Zauwazmy, ze numery poczatkéw kolejnych przedzialow
rosnag wyktadniczo. Zatem rozwiazanie dziala w czasie

O(log(b/a)).
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