Informatyczny kacik olimpijski (111): Metro

Tym razem oméwimy rozwiazanie zadania Metro z I etapu XI Olimpiady
Informatycznej Gimnazjalistéw w roku szkolnym 2016/2017.

Zadanie: Danych jest n stacji metra, ponumerowanych liczbami naturalnyms
od 1 do n. Kazda stacja jest opisana parg wspélrzednych (x;,y;). Wiemy,

ze pomiedzy kazdqg parg stacji o tej samej pierwszej lub drugiej wspolrzednej
istnieje dwukierunkowa linia metra. W zadaniu nalezy odpowiedziec na t zapytan
postaci: Czy pomiedzy stacjami a i b mozna przejechaé metrem? Zakladamy, Ze
pasazerowie mogq przesiadac sie dowolng liczbe razy.

Zacznijmy od zbudowania grafu G = (V, E). Niech
wierzchotki grafu reprezentuja stacje metra, zas
krawedzie — potaczenia pomiedzy tymi stacjami,
ktére maja przynajmniej jedna wspolna wspolrzedna.
Podzielimy graf na spéjne skladowe (dalej zwane
skrétowo spdjnymi), to znaczy na czesci, w ktérych
miedzy kazda para wierzchotkéw istnieje Sciezka.

Spdjne skladowe. Wyznaczenie spéjnych sktadowych
jest znanym problemem. Naszym celem jest tak
poprzydziela¢ numery wierzchotkom, aby wierzchotki
w tej samej spojnej mialy ten sam numer, za$
wierzchotki w réznych spdjnych miaty rézne numery.
Ustalmy, ze numerem spéjnej bedzie najmniejszy numer
wierzcholka nalezacego do tej spéjnej. Aby kazdemu
wierzchotkowi przydzieli¢ numer spdjnej, do ktorej
nalezy, wystarczy przegladaé¢ wierzchotki w rosnacej
kolejnosci numerow. Jesli rozpatrywany wierzcholek
nie ma jeszcze przypisanej spojnej, wowczas temu
wierzchotkowi oraz wszystkim wierzchotkom z niego
osiagalnych przypisujemy jego numer. Znalezienie
wierzchotkéw osiagalnych moze zostaé zrealizowane
np. algorytmem przeszukiwania w glab (DFS) lub
algorytmem przeszukiwania wszerz (BFS). Zlozonosé
czasowa algorytmu wynosi O(|V| + | E|).

Przyktad podziatu grafu na spdjne sktadowe.

Po wyznaczeniu spéjnych sktadowych odpowiadanie
na zapytania, czy ze stacji a istnieje polaczenie

do stacji b, mozna zrealizowaé¢ w czasie stalym.
Wystarczy sprawdzi¢, czy oba wierzchotki naleza do tej
samej spojnej sktadowej.

Zastanowmy si¢ teraz, jaka jest ztozonosé calego
rozwigzania. Pesymistycznie liczba krawedzi moze

byé rzedu O(n?) (np. w przypadku, gdy wszystkie
stacje maja pierwsza wspolrzedna réwna 1, wéwczas
liczba krawedzi wynosi n(n — 1)/2). Niestety, dla
limitéw z tredci zadania takie rozwiazanie nie otrzyma
maksymalnej liczby punktow.

Okazuje sig, ze mozemy zredukowaé rozmiar naszego
grafu. Rozpatrzmy rzedna y oraz polozone na niej stacje
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$1,82,. .., 8k 0 wspOlrzednych (zs,,9), (Tsy,Y),- -, (Ts,, Y),
gdzie zg, < xg, < ... < T, . Zauwazmy, ze pomiedzy
kazda para tych stacji mozna przejecha¢, poniewaz maja
wspolng druga wspélrzedna.
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Zauwazmy, ze nie ma koniecznosci dodawania

do grafu polaczen pomiedzy kazda para stacji (tych
polaczen bytoby @) Wystarczy, ze uwzglednimy
wylacznie krawedzie pomiedzy sasiednimi stacjami, tzn.
(s1,82), (82,83),...,(8k—1,5k). Tych krawedzi jest juz

tylko k& — 1.
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Jedli chcemy przejechac ze stacji s; do stacji s;, mozemy
skorzystac ze stacji posrednich s;, s;11,...,5j_1,5;.
Analogiczna redukcje wykonujemy dla osi odcietych.
Wéwezas otrzymujemy graf, ktérego liczba krawedzi
nie przekracza liczby wierzchotkow.

Aby zbudowaé graf opisany powyzej, nalezy najpierw
posortowaé wszystkie stacje wedlug drugiej wspolrzednej.
Wéwcezas stacje, ktére maja te sama druga wspoélrzedna,
beda tworzyty spdjny fragment. Kazdy z tych
fragmentéw (stacji o tej samej drugiej wspolrzednej)
sortujemy wzgledem pierwszej wspotrzednej. Wtedy
sasiednie stacje w kazdym z tych fragmentéw taczymy
krawedzia. Analogicznie wyznaczamy polaczenie
pomiedzy stacjami, ktére maja te sama pierwsza
wspélrzedna. Jedyna réznica polega na tym, ze najpierw
sortujemy wzgledem pierwszej wspdirzednej, a potem
wzgledem drugiej. Koszt tych operacji wynosi

O(nlog(n)).

Podsumowanie. Najpierw budujemy graf, gdzie
wierzchotki reprezentuja stacje, za$ krawedzie

— polaczenia pomiedzy sasiednimi stacjami,
znajdujacymi si¢ na tej samej odcietej lub rzednej. Koszt
budowy grafu wynosi O(nlog(n)). Nastepnie wyznaczamy
spo6jne skladowe w czasie O(n). Na koniec odpowiadamy
na kazde z kolejnych zapytan w czasie stalym. Laczny
koszt rozwiazania to O(nlog(n) + t).
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