Informatyczny kacik olimpijski (110): Liczby

W tym miesiacu oméwimy zadanie Liczby, ktore pojawito si¢ podczas
rundy 72. na portalu codeforces.com.

W zadaniu nalezy, majac dane liczby naturalne a, b, k < 2 - 10°, wyznaczy¢
liczbe liczb naturalnych w przedziale [a, b], ktérych najmniejszym dzielnikiem,
wigkszym od 1, jest k. Zauwazmy najpierw, ze wystarczy umie¢ obliczaé

wyniki dla przedzialéw postaci [1,n], poniewaz wynik dla przedzialu [a, b] jest
réznica wynikéw dla przedzialéw [1,5] i [1,a — 1]. Ponadto, jesli k& nie jest liczba
pierwsza, to wynik jest réwny 0, poniewaz jesli liczba jest podzielna przez k,

to jest tez podzielna przez kazdy dzielnik k, a skoro k nie jest pierwsza, to

ma dzielnik wiekszy od 1 i mniejszy od k. Zalézmy teraz, ze k jest pierwsza.
Zadanie mozna rozwiaza¢ w czasie O(nloglogn), wyznaczajac dla kazdej

liczby z przedzialu [1,n] jej najmniejszy dzielnik, wigkszy od 1, za pomoca

sita Eratostenesa. Rozwigzanie to dla n < 2 - 10° jest dalece niewystarczajace.
Zauwazmy, ze mozna je tatwo usprawnié¢. Kazda liczba, ktorej najmniejszy
dzielnik jest rowny k, jest postaci k - m, gdzie m nie ma dzielnikéw wiekszych
od 1 i mniejszych od k. Wystarczy zatem zliczy¢ takie m-y z przedziatu [17 L%J],
ktére nie maja dzielnikéw pierwszych mniejszych od k. Mozna to zrobié, iterujac
kolejne liczby pierwsze mniejsze od k i zaznaczajac w tablicy liczby podzielne przez

ktéras z nich.
Rozwiazanie to wykona dla kazdej liczby pierwszej p,
mniejszej od k, klp operacji, czyli lacznie

% Z 1 = @(Zloglogk).
peEP, p<k
Dla k > 100 rozwiazanie takie jest wystarczajace. Jesli
natomiast k jest mniejsze od 100, to liczb pierwszych
mniejszych od k jest nie wiecej niz 25. Niech teraz A,
oznacza zbioér liczb podzielnych przez k oraz p lezacych
w przedziale [1,n]. Naszym zadaniem jest obliczenie

{xeu,n}:ku}\( U A,,).

peEP, p<k
Mozemy to zrobi¢, korzystajac z zasady wlaczen

i wylaczen. W tym celu musimy umie¢ obliczy¢

|[Ap, NAp, N...NAp,|. Jest to zbidr liczb podzielnych
przez kpips . .. p;, lezacych w przedziale [1,n], czyli ma
LmJ elementéw.

Cale rozwiazanie dziata w czasie

0] <min <2”(k), % log log k) ) .

Na to zadanie mozna tez spojrzeé inaczej. Niech F(n,p)
bedzie liczba liczb w przedziale [1,n], ktére nie maja
dzielnikéw wigkszych od 1 i mniejszych od p. Wykazemy,

ze

q€P, q<p 4
Istotnie, liczb nie wickszych od n, ktérych najmniejszym
dzielnikiem jest ¢, jest F (L%J , q), poniewaz kazda taka
liczba jest postaci q - m, gdzie m nie ma dzielnikéw
wiekszych od 1 i mniejszych od ¢, a ¢ - m < n, czyli
m < L%J Wszystkich liczb w przedziale [1, n] jest n,
a kazda z nich albo ma dzielnik pierwszy mniejszy
od p, wowczas zostanie odjeta doktadnie raz, dla g
bedacego jej najmniejszym dzielnikiem pierwszym,
albo nie ma i wtedy nie zostanie odjeta. Liczba liczb
w przedziale [1,n], ktérych najmniejszym dzielnikiem
jest k, jest réwna F( L%J , k). Zadanie mozna rozwiazac,

20

obliczajac wartos¢ funkcji F', rekurencyjnie korzystajac
z tego wzoru. Niech pi, pa, ... beda kolejnymi liczbami
pierwszymi, a T'(n) liczba operacji wykonanych

przez algorytm dla liczby pierwszej p,,. Wowczas

T(n) =14 Y. T(i). Rozwiazaniem tego réwnania
jest T'(n) = ©(2™), czyli cale rozwiazanie bedzie dzialalo
w czasie O(27F)), co jest zdecydowanie za wolne.

Rozwiazanie to mozna tatwo przyspieszy¢. Wystarczy
zauwazy¢, ze jesli n < p, to jedyna liczba w przedziale
[1,n] niemajaca dzielnikéw wiekszych od 1 i mniejszych
od p jest 1, wiec F(n,p) =11 w kazdym wywolaniu
rekurencyjnym obliczajacym wynik dla n < p zwracaé
min(1,n) bez dalszych wywolan rekurencyjnych.
Wykazemy, ze rozwiazanie z ta optymalizacja
obliczajace F'(n,p) wykona co najwyzej O(n) wywolan
rekurencyjnych. Rozwazmy gataz w drzewie rekursji,

w ktérej algorytm wykonal kolejno dzielenia przez
P1,D2, .- -, pi- Oznacza to, ze w przedostatnim wywolaniu
obliczatl F(LWJ 7pi,l). Skoro nie zwrdcit
wyniku od razu, tylko wykonal nastepne wykonanie

rekurencyjne, to LWJ > pi_1, skad wynika,

ze St 2 i1, Cczylin > pipy .. Di—2D} 1.
Algorytm w danym wywolaniu przeglada jedynie liczby
pierwsze, mniejsze od poprzedniej, zatem p;_1 > p;,
skad otrzymujemy n > pips...p;. Liczby p; sa pierwsze,
wiec dla réznych wywolan rekurencyjnych iloczyny

p1p2 . .. p; beda parami rézne, wiec liczba tych wywotan
nie przekroczy n.

Prezentowane rozwiazanie potrzebuje listy liczb
pierwszych mniejszych od min(n, p). Mozna ja, oczywiscie,
wyznaczyé, uzywajac sita Eratostenesa, w czasie
O(min(n, p)log(min(n,p))). Ostatecznie, cale rozwiazanie

obliczajace F( L%J ,p) dziala w czasie

i w(k) T
O<m1n<2 , k:))
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