Informatyczny kacik olimpijski (109): Gra w karty

W tym odcinku IKO oméwimy zadanie Gra w karty, ktére pojawito sie podczas
pierwszej rundy konkursu ,,Potyczki Algorytmiczne 2016”.

Zadanie ma bardzo atrakcyjng warstwe fabularna, gdyz pojawia sie w niej nie
tylko popularny Bajtek, ale i inny amator gry w karty: Bitek. Obaj panowie
pragna rozstrzygnaé, kto jest lepszy w karciana gre Magiczne Stwory. Co ciekawe,
dla ostatecznego wyniku wazniejsze od samej rozgrywki bedzie to, co dzieje sie
jeszcze przed jej rozpoczeciem, a mianowicie wybor talii kart.

Zakladamy, ze Bajtek dysponuje zestawem n talii kart do gry w Magiczne Stwory,
konkretnie taliami Ay, ..., A,,. Podobnie Bitek ma talie By,..., B,. Do gry
potrzebne sa dwie talie, a wigc uméwiono sie, ze jedna z talii pochodzi¢ bedzie

od Bajtka, a druga — od Bitka. Gdy juz ustalimy wybér kart, to sama rozgrywka
bedzie deterministyczna i tatwo potrafimy z géry powiedzieé (tzn: te informacje
podane sa jako dane wejsciowe), kto wygra, ewentualnie, ze bedzie remis.

Metoda wyboru talii do gry jest nastepujaca. Naprzemiennie, poczynajac od
Bajtka, kazdy z graczy odrzuca jedna z talii przeciwnika. Prawdziwa rozgrywke
zaczynamy, gdy kazdy z graczy ma juz tylko po jednej talii. Celem zadania jest
stwierdzenie, czy Bajtek ma strategic wygrywajaca. Jesli nie — to, czy chociaz
potrafi zapewnic¢ sobie remis.

Zanim przejdziemy do rozwigzania tego zadania, sprobujemy sie pokusié¢ o jego
redukcje do problemu prostszego. Twierdze, ze jesli wybor talii bylby inny
(prostszy), to nie wplyneloby to na szanse Bajtka. Rozwazmy wiec taka wersje
wyboru talii, gdzie najpierw Bajtek po prostu wybiera pewna tali¢ B; z zestawu
Bitka, po czym Bitek dowolnie dobiera do niej jakas talic A; z zestawu Bajtka

i obaj zaczynaja grac¢ kartami A; U B;.

Dlaczego taki wybdr talii nie jest istotnie rézny od oryginalnego?

Po pierwsze: w obu wersjach to Bajtek decyduje, ktora z talii Bitka (oznaczmy
ja przez Bj) wezmie udzial w rozgrywce. Istotnie, w wersji uproszczonej jest to
wprost powiedziane, natomiast w oryginalnej: to Bajtek kolejno odrzuca talie
Bitka, a wiec to wtasnie on kontroluje, ktéra na koncu zostanie.

Nieco trudniej dowieé¢ drugiej wlasnosci, to znaczy tej, ze Bitek moze dowolnie
dobra¢ talie A; do Bj. W wersji uproszczonej dostajemy to wprost z definicji,

ale w oryginalnej nie jest to wcale jasne. Oczywiscie, to Bitek odrzuca kolejno
talie Bajtka, ale nie wie przeciez z gory, jakie bedzie Bj, co niesie ryzyko
odrzucenia A; na jakim$ wezesnym etapie procesu wyboru. Wykazemy przez
indukcje, ze Bitek jest w stanie — mimo wszystko — zachowadé nalezyta ostroznoscé.

Dla n = 1 nie mamy zadnego wyboru, wigc baza indukcji jest trywialna. Zatézmy
wiec, ze n > 1 oraz ze Bajtek zgtasza odrzucenie talii By. Dodatkowo oznaczmy
jako A, te talig, ktora dobralby Bitek do By. Mamy teraz dwa przypadki.
Pierwszy jest wtedy, gdy A,, nie bylaby dobrana dla zadnego innego B;

poza Byj. Wéwczas bez zalu Bitek moze odrzuci¢ A,,. W przeciwnym przypadku
zakladamy, ze A, jest dobrana do wiecej niz jednego B;. Oznacza to, ze

funkcja dobierajqca talie A; do Bj nie jest réznowartosciowa, a wiec istnieje

talia A,, ktéra nigdy nie bylaby dobrana. Tym razem to z ta taliag Bitek moze
sie pozegnaé i przej$é¢ indukeyjnie do problemu rozmiaru (n — 1).

Skoro juz uzasadniliSmy réwnowazno$¢ zadania dla znacznie prostszego modelu,
mozemy bardzo tatwo je rozwigzac. Po pierwsze: jedli dla kazdej talii B; istnieje
taka talia A;, ze karty A; U B; daja zwyciestwo Bitkowi, to Bitek ma strategie
wygrywajaca. Po drugie: jedli dla kazdej talii B; istnieje taka talia A;, ze karty
A; U Bj oznaczaja remis, to Bitek moze zapewni¢ sobie remis. Okazuje sie wiec,
ze Bajtek wygrywa tylko wtedy, gdy istnieje taka talia B;, ktéra w polaczeniu
z dowolnym A; daje zwyciestwo Bajtkowi.

Sprawdzenie, w ktérym z powyzszych przypadkow sie znajdujemy, jestesmy
w stanie wykonaé¢ bardzo prosto, po prostu analizujac bezposrednio (w czasie
liniowym) wezytywane dane.
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