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Postep

Wydaje sie, ze postep naszej cywilizacji dokonuje sie
gléwnie w ten sposob, ze cos nowego umiemy, my, ludzie,
skonstruowaé czy dokonaé¢. Przyklady mozna mnozy¢,
podroézujac poprzez wieki, widzimy: rozpalanie ognia,
budowe kota, wytapianie brazu i zelaza, budowe muréw
warownych, wynalazek prochu, leczenie nowych choréb,
udoskonalenie druku, budowe statkéow dalekomorskich,
wreszcie wynalazki maszyny parowej, radia, ostatnio
tranzystory i nastepujace po nich komputery, energia
jadrowa, czy wynalazek wielkiej $wiatowej sieci tacznosci —
Internetu. Oczywiécie, niektore usprawnienia dokonuja sie
przez wiele lat lub wiekéw na drodze mozolnych proceséw.
Sceptycy mogliby powiedzieé, ze to dalece nie wszystko,
bo postep dokonuje si¢ réwniez w ten sposob, ze co$
wiecej wiemy lub rozumiemy. Niekoniecznie umiemy to od
razu wykorzystaé, ale po paru latach lub dekadach — tak.
Niech przykladami z ostatnich wiekéw beda zrozumienie:
elektrycznoéci — co zmienito fizyke i technike; istnienia
bakterii — co zmienito medycyne; istnienia genéw, a wieki
pézniej budowy tych genéw — co w naszych czasach
zmienia biologie i medycyne; budowy atomu — co zmienito
sztuke wojenng i w efekcie przyniosto dekady pokoju;
pochodnych i calek — co zrewolucjonizowalo technike

i wiele, wiele innych.

Wojciech CZERWINSKI

Ale czy moze by¢ jeszcze jakiego$ innego rodzaju
postep? Czy moze dokonywaé si¢ poprzez zrozumienie,
ze czego$ nigdy nie uda nam si¢ zrobi¢? Przeciez
nigdy nie przyniesie to niczego praktycznego. Tak
jest jedynie pozornie! Po pierwsze, gdy rozumiemy,
czego nie uda sie zrobié, to nie tracimy juz sit na
podazanie tg Sciezka. Poza tym czasami sama
niemozliwos¢ zrobienia jednej rzeczy powoduje
mozliwos¢ zrobienia innej — jak w kryptologii.

A mozliwe, ze znajdziemy i inne takie dziedziny.
Ale chyba najbardziej fundamentalna wartos$é
poszukiwania ograniczen jest taka, ze zrozumienie,
czego nie da sie zrobié, jest nieodlaczna czescia
zrozumienia Wszechswiata. A to, nawet jesli
kierujemy sie¢ tylko pragmatyzmem, moze si¢
przydaé, chociaz jeszcze nie wiemy do czego.

Gléwnymi bohaterami tego numeru sa wlasnie
bariery, ograniczenia, ktore nie pozwalaja nam na
pewne dziatania, konstrukcje, doktadne badania.
Pozornie sg jedynie klodami rzucanymi nam przez
Wszechswiat pod nogi. Ale po glebszym przyjrzeniu
sie Czytelnik Koneser moze w nich dostrzec jedyny
w swoim rodzaju urok.

\l/ (Nie)sprawiedliwe wybory
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Joanna OCHREMIAK*

Ustalenie wspdélnego stanowiska przez grupe ludzi wymaga czesto w pierwszym
kroku wyboru metody podjecia zbiorowej decyzji. Kluczowe staja sie wowczas
pytania: Jaka metoda jest sprawiedliwa? Jaka metoda najlepiej odzwierciedli
preferencje cztonkéw grupy?

Jednym z modeli zbiorowego podejmowania decyzji sa funkcje spolecznego
dobrobytu. Zalézmy, ze grupa n > 2 oséb {wy, ..
chce podja¢ wspdlna decyzje w sprawie k réznych alternatyw (czyli mozliwosei).
Zbiér wyborcow oznaczmy przez W, natomiast zbiér alternatyw przez A.
Przyjmijmy, ze kazda z oséb potrafi uporzadkowaé zbiér alternatyw od
najlepszej do najgorszej jej zdaniem alternatywy — przyporzadkowujac
alternatywom liczby od k (najlepsza) do 1 (najgorsza). Zapis a >; a' oznacza, ze
wyborca w; uwaza alternatywe a za lepsza od alternatywy a’. Dla uproszczenia
wykluczamy ,remisy”. Kazda z oséb ma zatem do wyboru k! mozliwych
uporzadkowan — ich zbiér oznaczmy przez U(A).

., Wy }, nazwijmy ich wyborcami,

Funkcje f: U(A)" — U(A) nazywamy funkcjg spolecznego dobrobytu.

Przyporzadkowuje ona krotce n uporzadkowan alternatyw (odpowiadajacym
preferencjom wyborcéw wy, . .
zbiorowg decyzje. Zapis a > a’ oznacza, ze grupa uznaje alternatywe a za lepsza

., wy) jedno uporzadkowanie, ktére uznajemy za

od alternatywy a’. Aby funkcje spolecznego dobrobytu uznaé za sprawiedliwg
metode podejmowania zbiorowych decyzji, wymaga sie, by spelniala szereg

warunkow.

Postulat niezaleznosci od alternatyw niezwigzanych glosi, ze decyzja w sprawie

*Université Paris Diderot pozostalych kwestii.
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Niezalezno$é¢ od alternatyw niezwigzanych. Przypusémy, ze podejmujac
decyzje przy zastosowaniu funkcji f, grupa uznala alternatywe a za lepsza od
alternatywy a’, czyli a > o’. Nastepnie niektérzy cztonkowie grupy zmienili zdanie
w sprawie pewnych alternatyw, ale ich preferencje wzgledem alternatyw a i a’
pozostaly takie same, tzn. zalezno$é¢ a >; a’ albo @’ >; a dla kazdego wyborcy w;
pozostatla bez zmian. Funkcja f spelnia warunek niezaleznosci od alternatyw
niezwiazanych, jesli zawsze w takiej sytuacji, przy kolejnym podejmowaniu
decyzji za pomoca funkcji f, grupa w dalszym ciagu uzna alternatywe a za
lepsza od alternatywy a’.

Slaby warunek optymalnosci Pareto wymaga respektowania jednomyslnej
preferencji cztonkéw grupy.

Staby warunek optymalnosci Pareto. Zalézmy, ze kazdy cztonek grupy
przedklada alternatywe a nad alternatywe a’, tzn. a >; o’ dla kazdego wyborcy w;.
Powiemy, ze funkcja spolecznego dobrobytu f spelnia staby warunek
optymalnosci Pareto, jesli zawsze w takiej sytuacji zbiorowe uporzadkowanie,
bedace wynikiem zastosowania funkcji f, spelnia a > a’.

Nietrudno przyznaé, ze sformutowane powyzej postulaty stanowia rozsadne
minimum, konieczne, by uznaé funkcje f za sprawiedliwg.

Badaniem tego typu warunkéw oraz analizg wtasnoéci metod podejmowania
grupowych decyzji zajmuje si¢ teoria wyboru spolecznego. Jej narodziny w latach
50. XX wieku wiazaly sie z odkryciem serii paradokséw méwiacych o tym, ze
rozsadne, wydawaloby sie, warunki, sa w praktyce nie do pogodzenia. Bodajze
najbardziej znanym tego typu wynikiem jest twierdzenie Arrowa o niemozliwosci,
pochodzace od amerykanskiego ekonomisty Kennetha Arrowa.

Twierdzenie Arrowa o niemozliwosci. Jesli zbiér alternatyw ma co najmniej
trzy elementy, to kazda funkcja spotecznego dobrobytu, spelniajaca staby
warunek optymalnosci Pareto oraz warunek niezaleznosci od alternatyw
niezwiazanych, jest dyktatura.

Przez dyktature rozumiemy funkcje spotecznego dobrobytu f, dla ktérej istnieje
taki wyborca w;, ze dla kazdej pary alternatyw a i o', jesli a >; a’, to przy
podejmowaniu decyzji za pomoca funkcji f grupa uzna alternatywe a za lepsza
od alternatywy a’. Dyktatura spelnia wprawdzie oba sformulowane przez nas
wymagania, trudno jednak uznaé ja za dobra metode podejmowania zbiorowych
decyzji. Twierdzenie Arrowa méwi wiec w istocie o nieistnieniu funkcji
spotecznego dobrobytu spetniajacej minimalne wymagania sprawiedliwosci.

Pozostaje nam udowodnié¢ twierdzenie Arrowa. Przypusémy, ze grupa n > 2
0s6b podejmuje decyzje w sprawie k > 3 alternatyw przy zastosowaniu funkcji
spotecznego dobrobytu f speilniajacej staby warunek optymalnosci Pareto oraz
warunek niezaleznosci od alternatyw niezwigzanych. Dla utatwienia przyjmijmy
dodatkowo, ze funkcja f jest neutralna. Oznacza to, ze kazda z alternatyw
traktowana jest tak samo. Doktadniej, jesli kazdy wyborca zamieni w swoim
uporzadkowaniu pewne dwie alternatywy a i @’ miejscami, to w grupowym
uporzadkowaniu, bedacym wynikiem zastosowania funkeji f, alternatywy a i o’
rowniez zamienig sie miejscami. Zalozenie to nie jest konieczne, ale uprosci nieco
dowdd przy jednoczesnym zachowaniu jego kluczowych idei.

Grupe wyborcéw P nazwiemy decyzyjng w kwestii a > a’, jesli jest ona w stanie
przeforsowaé¢ decyzje o uznaniu alternatywy a za lepsza od a’, tzn. jesli kazda

z 0s6b w grupie P przedklada alternatywe a nad o', natomiast wszyscy
pozostali wyborcy przedktadaja alternatywe a’ nad a, to grupowa decyzja przy
zastosowaniu funkcji f jest a > a’. Z neutralnodci funkcji f wynika, ze jesli
grupa P jest decyzyjna w kwestii a > o/, to jest ona decyzyjna w kwestii dowolnej
innej pary alternatyw. Mozemy ja wiec nazwaé¢ po prostu grupa decyzyjng.

Przez D oznaczmy zbiér wszystkich grup decyzyjnych. Poniewaz funkcja f
spelnia staby warunek optymalnoéci Pareto, zbiér wszystkich wyborcow W jest
decyzyjny, czyli nalezy do D.
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Rozwigzanie zadania M 1543.
Jezeli 9n + 16 = k2 oraz 16n + 9 = ¢2 dla
pewnych dodatnich liczb catkowitych k, £,
to

(4k — 30)(4k + 3¢) = 16K” — 90> =

=16" — 9% = 175.
Liczba 175 ma trzy przedstawienia
w postaci iloczynu dwéch dodatnich liczb
catkowitych:
1-175=5-35=7-25,

co wobec 4k — 3¢ < 4k + 3¢ prowadzi do
par (k,£): (22,29), (5,5), (4,3)
i w konsekwencji do n = 52, n =1 lub
n = 0. Bezposrednio sprawdzamy, ze
kazda z tych liczb ma zgdang wlasnoscé.

@

Rozwigzanie zadania M 1544.
Mnozac dang réwnoséé stronami przez
a + b+ ¢, uzyskujemy

a,2+a(b+c) h2+b(c+a)jL
b+c¢ c+a
2
CAeletd) _ipye
a-+b
skad
a? b2 c? —0
b+ c c+a a+b7 ’

@

Rozwigzanie zadania M 1545.
Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze

ap <ag < ...<ap.
Zauwazmy, ze w kazdej z par

(Lai—1), (2,a:=2), ..., (lai/2],ai/2])
jest co najmniej jedna liczba spoza

zbioru §. Rzeczywiscie, gdyby w pewnej
parze obie liczby nalezaly do S, to ich
suma takze, co przeczy definicji a;.

Z drugiej strony liczb spoza S, ktére sa
mniejsze od a;, jest dokladnie i —1. Stad
la; /2] <i—1, a zatem a; < 2¢—1.
Sumujac te nieréwnosci dla i =1,2,...,n,
uzyskujemy

a1t+az+...4+an <1434+...4(2n—-1) =

2
=n .

Rozwazmy teraz dowolng grupe wyborcéw P. Przypuéémy, ze wyborcy w tej
grupie przedkladaja alternatywe a nad a’, zag§ wyborcy spoza tej grupy
przedkladajg alternatywe o’ nad a. Mamy dwie mozliwosci. Jesli wspdlng
decyzja w tej sytuacji jest a > a’, to znaczy, ze grupa P jest decyzyjna w kwestii
a > a’, czyli po prostu decyzyjna. Jesli wspolna decyzja jest a’ > a, to decyzyjna
jest grupa W\ P (wyborcy nalezacy do W i nienalezacy do P). A zatem
dokladnie jedna sposréd grup P oraz W\ P nalezy do zbioru D.

Jedli P i @ sa grupami wyborcéw, to przez P N Q) oznaczamy zbiér wszystkich
tych osob, ktére naleza zaréwno do P, jak i do Q). Okazuje sie, ze jesli grupy P
i @ sa decyzyjne, to grupa P N Q réwniez. Rzeczywidcie, rozwazmy alternatywy a
oraz b i przypusémy, ze wyborcy w grupie P N () uwazaja alternatywe a za
lepsza od b, natomiast wszyscy pozostali wyborcy maja przeciwne zdanie.
Wykazemy, ze zbiorowe uporzadkowanie, bedace wynikiem zastosowania

funkcji f, spelnia a > b. Niech ¢ bedzie alternatywa inna niz a i b (alternatywa
taka istnieje, poniewaz zbiér A ma co najmniej trzy elementy). Z warunku
niezaleznosci od alternatyw niezwiazanych wynika, ze preferencje cztonkéw
grupy wobec alternatywy c nie wplywaja na grupowa decyzje w kwestii
alternatyw a i b. Mozemy wiec zalozyé, ze kazdy wyborca w grupie P\ () ma
preferencje b >; a >; ¢; kazdy wyborca w grupie Q \ P uwaza, iz ¢ >; b >; a;
kazdy wyborca w grupie P N Q jest zdania, ze a >; ¢ >; b; za§ wyborcy spoza
grup P i @ uznaja porzadek b >; ¢ >; a. Uporzadkowania pozostalych alternatyw
przyjmijmy dowolne. W wyniku zastosowania funkcji f otrzymujemy grupowe
uporzadkowanie alternatyw od najlepszej do najgorszej. Decyzyjnosé¢ grupy P
implikuje, ze w tym uporzadkowaniu a > ¢, za$ decyzyjnoé¢ grupy  implikuje, ze
¢ > b. Oznacza to, ze grupa uznaje alternatywe a za lepsza od b, co konczy dowdd
decyzyjnosci grupy PN Q.

Podsumowujac, wykazaliSmy powyzej trzy wlasnosci zbioru grup decyzyjnych D:
1) grupa wszystkich wyborcéw W nalezy do D, 2) dla kazdej grupy wyborcéw P
dokladnie jedna spoéréd grup P oraz W \ P nalezy do D, 3) dla kazdych dwdch
grup P i @, nalezacych do D, grupa P N @ nalezy do D. Zbior spekiajacy te trzy
warunki jest ultrafiltrem podzbioréw zbioru W.

Ostatnim krokiem w dowodzie jest wykazanie, ze istnieje taki wyborca w;, iz
grupa jest decyzyjna wtedy i tylko wtedy, gdy w; jest jej cztonkiem.

Niech P bedzie grupa oséb, ktore naleza do kazdej grupy decyzyjnej.

Z warunku 3) wynika, ze grupa P jest decyzyjna. Wobec tego grupa P nie moze
by¢ pusta — grupa wszystkich wyborcéw jest decyzyjna, a zatem warunek 2)
implikuje, ze grupa pusta nie jest decyzyjna. Niech wyborca w; nalezy do
grupy P. Czlonkowie grupy P z definicji naleza do kazdej grupy decyzyjnej,
czyli w szczegdlnosci wyborca w; nalezy do kazdej grupy decyzyjnej. Z drugiej
strony, jesli Q jest dowolna grupa, ktérej w; jest czlonkiem, to grupa W\ @ nie
jest decyzyjna, gdyz w; do niej nie nalezy. Z warunku 2) wnioskujemy wiec, ze
grupa @ jest decyzyjna.

Wyborca w; jest dyktatorem — jesli przedktada on alternatywe a nad
alternatywe a’, to grupa @ oséb bedacych tego samego zdania jest decyzyjna,
a zatem przeforsuje ona zbiorowa decyzje a > a’. To koniczy dowdd twierdzenia
Arrowa.

Wykazalismy, ze funkcja spotecznego dobrobytu niebedaca dyktatura nie moze
jednoczesdnie spenia¢ stabego warunku optymalnosci Pareto oraz warunku
niezaleznosci od alternatyw niezwiazanych. To i inne tego typu paradoksalne
twierdzenia teorii wyboru spotecznego sprawiaja, ze projektowanie grupowych
metod podejmowania decyzji jest bardzo skomplikowane. Nieunikniona jest
rezygnacja z pewnych pozadanych wlasnosci. Sposrod postulatéw, o ktérych
moéwi twierdzenie Arrowa, najczesciej porzuca sie niezalezno$é od alternatyw
niezwiazanych. W praktyce oznacza to, ze aby uzyska¢ bardziej pozadany wynik,
czasem oplaca sie deklarowaé preferencje inne niz rzeczywiste. Wybory sa wiec
z koniecznosci zawsze nie do konca sprawiedliwe.
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Wokoét zasady nieoznaczonosci Jan CHWEDENCZUK*

*Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Mechanika kwantowa, cho¢ sformutowana ponad sto lat temu, wciaz zaskakuje.
Przyczyna jest odmiennosé teorii kwantéw od fizyki klasycznej, a co za tym
idzie, zjawisk przez nia przewidywanych od do$wiadczanych w zyciu codziennym.
W warstwie teoretycznej zasadnicza réznica miedzy oboma podejsciami tkwi

w tym, jak traktuja uklady fizyczne. Klasycznie czastka ma w kazdej chwili
polozenie i predkosé (badz skoligacony z nia ped), co oznacza, ze jej wlasnosdci
sa okreslone i istnieja realnie, bez wzgledu na to, czy ktos lub cos je mierzy.

W opisie kwantowym wielkosci te nie sa okreslone, dopdki obserwator nie dokona
ich pomiaru. Przed pomiarem czastce przypisuje sie cala game mozliwych
potozen czy pedéw. Ta wielo$é wspolistniejacych mozliwosci zawarta jest

w stanie kwantowym.

By wyrobié¢ sobie pewna intuicje dotyczaca tego, czym jest ten obiekt,
przypomnijmy, ze fundamentem fizyki klasycznej jest rownanie Newtona,

ktore wiaze zmiane pedu ukltadu z dzialajacymi nan sitami. Rozwiazanie tego
rownania to podanie pedu i potozenia czastki w kazdej chwili. Kazda z tych
wielkosci jest wektorem w przestrzeni tréjwymiarowej, zatem ruch czastki, czyli
jej trajektoria, rozumiana jako podanie pary ped + polozenie, bedzie krzywa

w przestrzeni o szeSciu wymiarach. Czastce kwantowej nie mozna przypisac
pojedynczej krzywej, co oznacza, ze nie ma ona dokladnie okreslonego pedu
badz potozenia. Po przejsciu do $wiata kwantéow klasyczna trajektoria rozmywa
sie na caly zbiér mozliwosci zawartych w stanie kwantowym, ktérego ewolucje
wyznacza rownanie Schrodingera.

W ramach teorii kwantow czastka opisywana jest w taki sposob, jakby byta
wladnie rozmyta, czyli znajdowala sie¢ w wielu konfiguracjach fizycznych naraz,
za$ zjawisko to nazywamy superpozycjg. W ramach powszechnie stosowanej
interpretacji mechaniki kwantowej, zwanej ,kopenhaska”, dopiero akt pomiaru
danej wielkoéci fizycznej — na przyklad polozenia albo pedu — okresla jej
wartos¢, pozostawiajac pozostate w ogolnosci nieznane. Interpretacja ta stawia
obserwatora, poprzez dokonywany przezen pomiar, na wyrdznionej pozycji,
jako urzadzenia badz istoty nadajacej ukladowi fizycznemu okreslone cechy.
Probabilistyczna natura teorii kwantéow objawia sie¢ w tym, ze nie mozna
powiedzie¢, ktéra z wielu mozliwosci zawartych w stanie kwantowym stanie
sie realnym bytem na skutek pomiaru. Mozna jedynie powiedzie¢, z jakim
prawdopodobienstwem — okreslonym poprzez dynamike stanu kwantowego
zgodnie z réwnaniem Schrodingera — obserwator zarejestruje dany wynik.

Konsekwencje opisu uktadu fizycznego poprzez stan kwantowy sa wielorakie.
Einstein, Podolsky i Rosen pokazali, ze dwie czastki mozna przygotowaé

w pewnym stanie superpozycji, oddali¢ wzajemnie na znaczna odlegtosc,

a nastepnie zmierzy¢, na przykltad, polozenie jednej z nich, co nieskonczenie
szybko okresla polozenie drugiej [1]. Wydawaé by sie moglo, ze prowadzi to

do natychmiastowej komunikacji, w szczegélnosci szybszej, niz pozwala na to
ograniczenie, jakie naktada predkos$é¢ swiatla. Spostrzezenie to sprowokowato
Einsteina od ukucia frazy o ,upiornym dzialaniu na odleglosé”, i byto dla
niego kolejnym argumentem na rzecz niestusznoéci badz niepelnosci opisu
kwantowego. Nieomal trzydziesci lat pézniej John Bell opublikowat prace,

w ktérej dowiddl, ze powyzsze zjawisko, prowadzace do tak zwanego paradoksu
EPR, jest przejawem nielokalnosci mechaniki kwantowej [2]: dwie czastki,
mimo ze odlegle, nie stanowia osobnych bytow, dopdki nie dokona si¢ na nich
pomiaru. Przed pomiarem stanowia jeden uktad, mimo ze nie sa w zaden sposéb
mechanicznie powiazane.

W ukladach, w ktérych jest wiele czastek, superpozycja moze prowadzi¢

do szczegdlnej miedzy nimi relacji, nazywanej splataniem. Przykladem
wieloczastkowego stanu splatanego jest stawny kot Schrédingera, ktory ,,bedac
naraz” martwy i zywy, dopiero dzicki obserwatorowi wytraca si¢ z tej upiornej
superpozycji. Splatanie jest zasobem — pozwala na osiaganie niezwyktej
dokladnosci pomiaréw [3, 4], na przyklad poprzez planowana poprawe czulodci
detektoréw fal grawitacyjnych [5, 6, 7].
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Na wczesnym etapie rozwoju teorii kwantéw dostrzezono,
ze opis czastki poprzez stan kwantowy niesie pewna
szczegbdlna konsekwencje, zwang obecnie zasadg
nieoznaczonosci Heisenberga. Mozna ja sformutowaé

na wiele sposobéw, my przytoczymy ten, ktéry jest
powszechnie uznany i nie budzi kontrowersji: zasada
nieoznaczonosci Heisenberga méwi, ze nie mozna

klasycznie kwantowo

przygotowaé czastki w takim stanie kwantowym, by
zaréwno jej poltozenie, jak i ped byty okreslone.

By zrozumieé wage tego twierdzenia, przeprowadzmy
nastepujacy eksperyment myslowy. Rozwazmy dziatko,
ktore w regularnych odstepach czasu wystrzeliwuje

w identyczny sposéb pojedyncze elektrony. Po
wystrzeleniu pozwalamy elektronowi lecie¢ przez pewien

kwantowo czas (za kazdym razem ten sam), po czym mierzymy

ped

jego potozenie. Powtarzamy doswiadczenie miliony razy,
zawsze notujac, gdzie elektron zostal zaobserwowany.
Gdyby nie prawidla mechaniki kwantowej, elektron
zawsze dolatywalby do tego samego punktu (oczywiscie
zaktadajac, ze przebieg calego dodwiadczenia zawsze jest
ten sam). Dzieje sie tak dlatego, ze réwnanie Newtona

polozenie

daje jednoznaczny zwiazek koricowego potozenia czastki
z dzialajacymi nan sitami i warunkami poczatkowymi.
Lecz elektronem rzadzi teoria kwantéw, co sprawia, ze
mierzone polozenia beda mialy pewien rozrzut, ktory
0ZNaczmy przez o.

W nastepnym kroku powtarzamy doswiadczenie kolejne

Rozktlad potlozen i pedéw mierzonych dla czastki opisywanej
réwnaniem Newtona (lewa kolumna) oraz Schrodingera (Srodkowa

i prawa kolumna). Klasycznie wyniki pomiaréw przeprowadzonych

w identycznych warunkach nie rézniag sie. Kwantowo zaréwno potlozenie,
jak i ped maja rozrzuty, ktérych wartosci potaczone sa zasada
nieoznaczonosci Heisenberga. Przygotowanie czastki w stanie, ktéry

ma maly rozrzut polozen, skutkuje wiekszym rozrzutem pedéw.
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miliony razy, mierzac, zamiast polozenia, ped czastki.
Znéw w ramach mechaniki newtonowskiej nalezatoby
sie spodziewaé za kazdym razem tego samego wyniku.
W rzeczywistodci réwniez ped elektronu bedzie miat
pewien rozrzut, ktérego warto$¢ oznaczymy przez oy,.

Zasada nieoznaczonosci stwierdza, ze gdybysmy tak ustawili dzialo, zeby dostaé
jak najmniejsze o, (czyli by pomiary polozenia prawie nie réznily sie miedzy
soba w kolejnych powtdrzeniach do$wiadczenia), staloby si¢ to kosztem o, (patrz
rysunek). Wielkosci te sa powiazane: im dokladniej okreslone jest polozenie
czastki, tym mniej dokladnie okreslony jest ped, i vice versa [8]. Matematycznie
stwierdzenie to zawiera si¢ w nieréwnoéci

P

() -
Innymi stowy, iloczyn tych dwu wielkosci nie moze by¢ dowolnie maty, lecz jest
fundamentalnie ograniczony przez pewna stalg fizyczna, zwang zredukowana
stala Plancka. Wartos¢ liczbowa tej stalej w skali do§wiadczanych przez
czlowieka wartosci wielkosci fizycznych jest niewiarygodnie mata, albowiem
h~1073* kgm?/s. Oznacza to, ze z punktu widzenia naszych codziennych
obserwacji mozna przyjaé, ze w gruncie rzeczy prawa strona nieréwnosci (x)
wynosi zero, czyli nie ma zadnego zwigzku miedzy rozrzutami o, i o).

Niemniej, gdy prowadzimy obserwacje w nanoskali, nie mozna juz pominaé
wartoéci A i zasada nieoznaczonosci ma znaczenie. Jest ona jednym z przejawdw
fundamentalnego indeterminizmu mechaniki kwantowej: nie da sie przygotowaé
czastki w takim stanie, by wszystkie wielko$ci fizyczne byly doskonale okreslone.
Wrecz przeciwnie, sa one nieoznaczone, pomiary od realizacji do realizacji
doswiadczenia daja rézne wyniki, a ich rozrzuty mozna powiaza¢ nieréwnoscia,
taka jak ().

h

0z0p

Powyzszy wywdd nie ttumaczy, dlaczego to akurat te dwie wielkosci, czyli
polozenie i ped potaczone sa zasada nieoznaczonosci. Dowdd tego zwiazku
wymaga znajomosci teorii przestrzeni Hilberta, lecz pewne argumenty na rzecz
istnienia tego zwigzku mozna oprze¢ na wnioskach ptynacych z mechaniki
klasycznej. Zauwazmy, ze to ped (a zatem i predkos$é) prowadza do przesuniecia,
czyli zmiany poltozenia — méwimy, ze ped jest generatorem przesuniecia. Mniej
oczywisty jest zwiazek odwrotny — zaleznos$¢ od potozenia centralnej wielko$ci
mechaniki klasycznej, jaka jest hamiltonian, generuje zmiane pedu. Z tych
dwdéch zdan wnioskujemy, ze poltozenie i ped nawet na gruncie mechaniki
klasycznej sa zwigzane. Co wiecej, mozna wykazaé, ze, na przyklad, symetria
przestrzenna ukladu (a zatem jego niezmienniczo$é pod wplywem transformacji
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przesuniecia) prowadzi do zasady zachowania pedu, i vice versa. Podobny
zwiazek zachodzi miedzy skladowymi wektora momentu pedu czy tez energia

_ a czasem. Stad mozna sie spodziewad, ze istnieje wiele zasad nieoznaczonosci,
taczacych rozrzuty pomiaréw dwdch sprzezonych wielkoéci fizycznych.
Poza zywymi i martwymi kotami czy wysoce hipotetycznymi komputerami
kwantowymi to zasada nieoznaczonosci jest jednym z tych poje¢ powstatych
na gruncie teorii kwantéw, ktére zdotaty si¢ przebi¢ do powszechnej swiadomosci.
Zazwyczaj formulowana jest w sposéb niemajacy wiele wspélnego z powyzszym
wyprowadzeniem: powiada sie, ze pomiar potozenia tak zaburza uktad, ze
nastepujacy po nim pomiar pedu daje wyniki z duzym rozrzutem, i na odwrot.
Zauwazmy, ze W naszym opisie pomiary nie sa wykonywane sekwencyjnie na

jednej czastce, lecz na wielu kopiach tego samego stanu kwantowego. Lecz bez
wzgledu na sformulowanie zasada nieoznaczono$ci Heisenberga pozostaje jedna
ze zdumiewajacych konsekwencji kwantowej superpozycji.

Ludziom matej wiary Tomasz KAZANA

Swiat informatyki teoretycznej pelen jest hipotez, ktére badacze przyjmuja po
prostu na wiare. Niektoérzy wierza, na przyklad, ze P # NP, inni wierza, ze
istnieje bezpieczna kryptografia klucza publicznego (albo jeszcze konkretniej:
wierza, ze szyfrowanie RSA jest bezpieczne). Co ciekawe, najpopularniejsze
hipotezy informatyczne bynajmniej nie sa réwnowazne, a relacje miedzy nimi
moga zaskakiwac.

Chyba najpigkniej te tematyke oméwit Russell Impagliazzo w swym popularnym
artykule A Personal View of Average-Case Complexity z roku 1995. Znajdziemy
tam omoéwienie pigciu potencjalnych Wszech$wiatow, w ktérych rézne hipotezy
maja rozne rozstrzygniecia. Scharakteryzujmy pokrétce te miejsca.

Wszechswiat Algorithmica. Tutaj zakladamy, ze po prostu P = NP.
Filozoficznie oznacza to, ze w zasadzie nie ma dla nas probleméw bardzo
trudnych. Niemal wszystkie problemy obliczeniowe komputer potrafi
rozwiazywaé w czasie wielomianowym.

Wszechéwiat Heuristica. Tym razem co prawda P # NP, ale generalnie
tragedii obliczeniowej nie ma. Impagliazzo rozumie to w ten sposob, ze istnieja
problemy z klasy NP, dla ktérych nie ma algorytméw, ktore zawsze dzialaja

w czasie wielomianowym, jednakze dla kazdego takiego problemu istnieje
algorytm, ktory dla przecietnej jego instancji dziala juz szybko. Co wiecej: te
trudne instancje probleméw NP sa réwniez trudne do znalezienia, a wigc i tak
nie powinny sie pojawi¢ w praktyce.

Wszech$wiat Pessiland. Tutaj istnieja problemy z klasy NP, ktore sa trudne
rowniez w érednim przypadku. Dodatkowo nie istnieja funkcje jednokierunkowe
(szerzej o nich nizej).

Wszech$wiat Minicrypt. W tym miejscu istnieja funkcje jednokierunkowe,
a wiec takie, ktérych wartosci komputer moze szybko obliczaé, ale dla ktérych
problem szukania przeciwobrazu jest trudny. Funkcje jednokierunkowe
odgrywaja duza role w kryptologii. Z drugiej jednak strony zakladamy, ze

w Minicrypcie nie istnieje bezpieczna kryptografia klucza publicznego.

Wszech$wiat Cryptomania. W tych okolicach wystepuja i funkcje
jednokierunkowe, i bezpieczna kryptografia klucza publicznego.

To, w ktérym z powyzszych Wszechswiatéw my zyjemy, jest dzisiaj kwestia
wiary. Pierwsze dwa Swiaty to, oczywiscie, eldorado algorytmikéw. Zaréwno

w Algorithmice, jak i w Heuristice niemal nie ma praktycznych probleméw, dla
ktorych wielomianowa maszyna Turinga bylaby bezuzyteczna. Z drugiej strony
Minicrypt i Cryptomania to krainy mlekiem i miodem plynace dla kryptologdw.
Tylko tam istnieja jakiekolwiek nietrywialne protokoty kryptologiczne.
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Whbrew obiegowej opinii nie umiemy
wykazadé, ze bezpieczenstwo
kryptosystemu klucza publicznego RSA
daje sie zredukowac¢ do problemu

trudnosci rozktadu na czynniki pierwsze.

Zresztg trudnos¢ rozktadu jest rowniez
tylko hipotetyczna. Oba te poglady
stanowia jedne z prawd wiary
kryptologow.

Najsmutniejszym miejscem dla wszystkich (Mordorem informatykdw?)

zdaje sie by¢ (nienazwany przeciez przypadkowo) Pessiland. Brakuje w nim
funkcji jednokierunkowych, wiec kryptolodzy sa bezrobotni. Z drugiej strony
algorytmicy tez sa bezsilni wobec wielu probleméw z klasy NP.

W kwestii publicznych wyznan wiary to w znakomitej wiekszosci informatycy
wierza, ze zyjemy w Cryptomanii. W wiekszosci, ale z cala pewnoscia nie
jednomyélnie. Bardzo powazna i bardzo szanowang osoba, ktéra sktania sie ku
wierze w Algorithmike, jest podobno profesor Wojciech Rytter z Uniwersytetu
Warszawskiego. Autor niniejszego tekstu nie mial $mialosci, aby ten fakt
zweryfikowaé u zrédta. Ten sam autor ma réwniez opory, zeby w druku pojawila
sie jego osobista opinia w rozwazanym temacie. Zreszta, jak w tym dowcipie

o goralu, co to wstapit do PZPR, i tak si¢ z nia nie zgadza.

Jak juz wspomniano na wstepie, dos¢ interesujace sa niektére implikacje. Na
przyklad umiemy udowodnié, ze jesli funkcje jednokierunkowe istnieja, to musi
byé¢ P # NP. (Rozumowanie jest w zasadzie natychmiastowe: gdyby P = NP,

to odwracanie jakiejkolwiek funkcji nie mogloby by¢ istotnie trudniejsze od

jej obliczania, bo przeciez szukanie przeciwobrazu to problem z klasy NP; ta
ostatnia obserwacja jest natychmiastowa, gdyz sam przeciwobraz moze postuzy¢
jako Swiadek z definicji klasy NP.)

7 drugiej strony nie jest jasne, czy z zalozenia P # NP wynika istnienie

funkcji jednokierunkowych. Jest to bardzo wazny otwarty problem informatyki
teoretycznej. Gdyby zostal pozytywnie rozstrzygniety, przynajmniej przestalaby
nas nekaé apokaliptyczna wizja Pessilandu.

Na moment wréémy jeszeze do Minicryptu. Ladna wlasnoéciag tego Wszechswiata
jest mnogosé jego réwnowaznych definicji. Otéz okazuje sie, ze istnienie funkcji
jednokierunkowych jest rownowazne kazdej z nastepujacych hipotez.

e Istnieje generator pseudolosowy. To znaczy: istnieje funkcja (latwo obliczalna)
f:{0,1}™ — {0,1}™, gdzie m > n oraz taka, ze (dla wielomianowej maszyny
Turinga) jednostajnie wylosowany element z {0,1}™ jest nieodréznialny od f(U),
gdzie U wylosowano réwniez jednostajnie, ale z mniejszego zbioru {0, 1}".

e Istnieje permutacja pseudolosowa oraz funkcja pseudolosowa.

e Istnieje bezpieczne szyfrowanie symetryczne z kluczami krétszymi od
wysylanych wiadomosci.

e Istnieja ukochane (jakie$ osobiste wyznanie wiary jednak sie tu znajdzie) przez
autora niniejszego tekstu protokoly z wiedza zerowa (Zero-Knowledge Proofs).

e Istnieje bezpieczny podpis cyfrowy.

Jako sie¢ rzeklo, wszystkie powyzsze zdania sa réwnowazne. Jednak,

oczywidcie, nie kazda implikacja jest jednakowo interesujaca. Niektére

z nich mozna potraktowaé jako éwiczenia dla Czytelnika (np. jak

z generatora pseudolosowego zrobi¢ szyfrowanie symetryczne, a nastepnie:

jak z szyfrowania zrobié funkcje jednokierunkowa). Inne — byly

wyzwaniem dla badaczy tej dziedziny. Szczegdlnie ciekawa jest implikacja
funkcja jednokierunkowa = generator pseudolosowy,

czyli tak zwane twierdzenie HILL (od nazwisk Hastad, Impagliazzo, Levin,

Luby).

Jak nietrudno zauwazy¢, powyzsza lista rownowaznych hipotez obejmuje
niemal calg kryptologie. Niemal, bo nie zawiera kryptografii klucza
publicznego. Jest to o tyle dziwne, ze zawiera podpis cyfrowy, ktéry na oko
jest problemem podobnej klasy. A jednak! Nikt nie udowodnil jeszcze, ze za
pomoca funkcji jednokierunkowej potrafimy zrobi¢ szyfrowanie asymetryczne.
Gdyby bylo inaczej, okazaloby sie, ze definicja Impagliazzo Minicryptu jest
wewnetrznie sprzeczna, a kryptolodzy powinni (co i tak zwykle robia) celowaé
w Cryptomanie. . .

Ustalenie, ktéry z opisanych wyzej Wszech$§wiatow jest tym naszym, jest, by¢
moze, najwiekszym wyzwaniem informatyki w XXI wieku. Kto wie, w jakim
Wszechéwiecie obudzimy sie za kilka, kilkanascie lat. . .
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Stan wzbudzony czastek cyjanu,
znajdujacych si¢ w przestrzeni
miedzygwiazdowej, wywolany
oddzialywaniem z promieniowaniem
reliktowym, zostal zaobserwowany juz
w roku 1941 przez Waltera Adamsa,
jednak obserwacje te nie zostaly
poprawnie zinterpretowane.

Detekcja reliktowych neutrin jest celem
prowadzonego obecnie eksperymentu
PTOLEMY.

Czy mozemy zobaczy¢ poczatek
Wszechswiata?

Pawel BIELEWICZ*

Skorniczona predkosé $wiatla oznacza, ze im dalsze obiekty astrofizyczne
obserwujemy, tym sa one mlodsze. Obecnie przyjety i potwierdzony przez liczne
obserwacje model kosmologiczny, tzw. model Wielkiego Wybuchu postuluje
skoniczony wiek Wszech§wiata wynoszacy okolo 13,8 mld lat. Mozna zada¢ zatem
pytanie, czy mozemy zaobserwowaé promieniowanie wyemitowane na poczatku
Wszechswiata i zobaczy¢ sam poczatek?

Zaraz po Wielkim Wybuchu materia byta w niezwykle gestym i goracym
stanie, tworzac rodzaj plazmy skladajacej sie z czastek elementarnych.

Stan taki prébuje sie obecnie odtworzy¢ w akceleratorach czastek, takich

jak Large Hadron Collider. Ze wzgledu na duza gestos¢ i intensywne
oddzialywanie promieniowania z pozostalymi czastkami elementarnymi
Wszech$wiat w poczatkowym okresie nie byl jednak przezroczysty dla

fotonéw. Dopiero wskutek rozszerzania si¢ Wszechswiata temperatura i gestosé
materii spadty na tyle, ze powstaly neutralne atomy, gléwnie wodoru i helu,

a promieniowanie elektromagnetyczne odlaczylo sie od materii. Moment

ten, zwany rekombinacja, nastapil okoto 380 tys. lat po Wielkim Wybuchu.

Od tego czasu promieniowanie swobodnie podrézuje we Wszechswiecie, nie
oddzialujac z materia. Poniewaz w momencie rekombinacji promieniowanie
bylo w stanie réwnowagi termodynamicznej z materia, ma ono widmo ciata
doskonale czarnego. Promieniowanie to nazywamy promieniowaniem reliktowym
lub promieniowaniem tta, jako ze wypelnia ono jak tto caly Wszechswiat.

W 1964 roku zostalo przypadkowo odkryte w zakresie mikrofal przez Arno
Penziasa i Roberta Wilsona. Na poczatku lat dziewieédziesiatych satelita
COBE potwierdzil zgodno$¢ widma promieniowania z widmem ciata doskonale
czarnego o temperaturze okoto 2,7 Kelvina. Najnowsza mapa rozktadu tego
promieniowania na niebie (rys. 1) zostala wykonana dzieki obserwacjom satelity
Planck. Przedstawia ona niewielkie, rzedu 1072, zaburzenia temperatury
promieniowania wokét redniej temperatury. Mozemy na niej zobaczy¢ moment
rekombinacji sprzed 13,4 mld lat i zaburzenia rozktadu materii, wéwczas
odlaczajacej sie od promieniowania, z ktérych to zaburzen pozniej powstaly
galaktyki oraz gromady galaktyk.

Aby zobaczy¢ jeszcze wezesniejszy obraz Wszech$wiata, mozemy wykorzystaé
czastki elementarne, ktére odlaczyly sie od materii wezesniej niz fotony. Takimi
czastkami sa neutrina. Przestaly one oddzialywaé¢ z materig juz okoto 1 sekundy
po Wielkim Wybuchu. Podobnie jak promieniowanie reliktowe tworza one tto
wypelniajace Wszechswiat. Jednak ze wzgledu na ich stabe oddzialywanie ze
zwykla materia nie zostaly jeszcze bezposrednio zaobserwowane przez obecnie
funkcjonujace detektory neutrin. Niemniej jednak mamy posrednie dowody na
istnienie tta neutrinowego. Obecnoéé relatywistycznych neutrin we wezesnych
etapach ewolucji Wszech$wiata zmienia histori¢ jego ekspansji, jak rowniez
tlumi anizotropi¢ promieniowania reliktowego. Jak wskazuja dane z satelity
Planck, oba z tych efektéw sa widoczne w katowym widmie mocy anizotropii
promieniowania tta i sa zgodne z przewidywaniami modelu standardowego
zaktadajacego istnienie trzech rodzin neutrin.

Odkryte ostatnio w eksperymencie Advanced LIGO fale grawitacyjne,
wytworzone przez uktad podwdjny czarnych dziur, daja jeszcze jedng mozliwosé
poznania, jak wygladal poczatek Wszech$wiata i pozwalaja siegnaé jeszcze

dalej w przesztoéé. Jak przyjmuje sie we wspolczesnej wersji teorii Wielkiego
Wybuchu, na samym poczatku Wszech$wiat przeszedl etap gwaltownej ekspansji,
tzw. inflacji, podczas ktorego zostaly wygenerowane pierwotne fale grawitacyjne.
Podobnie jak reliktowe neutrina i promieniowanie elektromagnetyczne
wypelniaja one dzisiaj Wszechswiat. Niestety, amplituda pierwotnych fal

o czestotliwosciach mierzonych w eksperymencie Advanced LIGO jest duzo
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Rys. 1. Mapa anizotropii temperatury promieniowania reliktowego otrzymana z danych z satelity

Planck.

mniejsza niz czulosé tego instrumentu. Duzo wieksza amplitude maja fale

o rozmiarach poréwnywalnych do rozmiaréw obserwowalnego Wszechéwiata,
jednakze aby je wykryé, potrzebowalibysmy takich tez rozmiaréw detektora.
Pierwotne fale grawitacyjne maja jednak wplyw na polaryzacje promieniowania
tta, tak wiec promieniowanie to moze pelni¢ role swoistego detektora.
Promieniowanie tta zostaje czesciowo spolaryzowane w wyniku rozpraszania

Rozpraszanie Thomsona powstaje

w wyniku emisji promieniowania przez
natladowang czgstke poruszang przez
padajaca fale elektromagnetyczng, przy
czym czestotliwosé wyemitowanego
promieniowania jest taka sama jak
czestotliwodé promieniowania padajacego.

Thomsona na swobodnych czastkach natadowanych, przede wszystkim
elektronach. Jednak, aby rozproszone fotony byly spolaryzowane, padajace na
elektron promieniowanie musi mieé taki rozktad, aby kierunki odpowiadajace
maksymalnemu i minimalnemu natezeniu promieniowania byly ustawione
wzgledem siebie pod katem prostym (rys. 2). Przechodzace przez zjonizowany

osrodek fale grawitacyjne pozwalaja wygenerowac taki rozktad.

Kierunki polaryzacji promieniowania zrzutowane

na sfere niebieska obserwatora beda tworzy¢ pole
bezzrodtowe. Przez analogie z polem magnetycznym

w elektromagnetyzmie ten rodzaj polaryzacji nazywany
jest modami B, w przeciwienstwie do modéw E
generowanych przede wszystkim przez zwykle zaburzenia
skalarne. Detekcja modéw B polaryzacji promieniowania
reliktowego bylaby posrednim dowodem istnienia
pierwotnych fal grawitacyjnych i potwierdzeniem epoki
inflacji kosmologicznej we wezesnym Wszechéwiecie.
Dzieki temu moglibyémy sie dowiedzie¢, jak wygladal
Wszechéwiat zaledwie okolo 10739 sekundy po
poczatkowej osobliwosci.

Detekcja modéw B polaryzacji promieniowania tta

jest jednym z najwazniejszych celéw prowadzonych
obecnie i planowanych eksperymentéw dotyczacych
promieniowania reliktowego. W 2014 roku o takiej
detekeji donidst zespét eksperymentu BICEP2. Jednak
dzieki danym z satelity Planck szybko sie okazato, ze
zaobserwowane mody B sa zwiazane z polaryzacja
promieniowania emitowanego przez nasza Galaktyke.
Tak wiec poszukiwanie $ladéw pierwotnych fal
grawitacyjnych wciaz trwa. Brak detekcji pozwala
jednak juz dzi§ oszacowaé gorng granice energii, pray
ktorej mogla nastapié¢ inflacja. Granica ta wynosi okoto
10'% GeV, a wiec jest kilka rzedéw wielkosci nizsza niz
energia Plancka, przy ktérej grawitacja odlaczyla sie od
pozostalych oddzialywan.

Odpowiedz na pytanie o jeszcze wezesniejsze momenty
Wszechdwiata zalezy od tego, co dzialo sie przed epoka

9

Rys. 2. Polaryzacja promieniowania reliktowego przez falg
grawitacyjna.

inflacji. Mozna przypuszczaé, ze przy wspomnianej

juz energii Plancka zaszly jakie§ procesy fizyczne,
ktérych slady moga byé utrwalone we wiasnosciach
promieniowania reliktowego, tta neutrinowego lub
pierwotnych fal grawitacyjnych. Jednak, zeby lepiej to
zrozumieé, potrzebujemy teorii kwantowej grawitacji
opisujacej oddzialywania przy energii Plancka. Warto
wspomnieé, ze wedtug niektérych teorii aspirujacych
do miana teorii kwantowej grawitacji w epoce o tak
duzej gestosci energii traci sens znane nam pojecie czasu,
a najmniejsza jednostka czasu, majaca sens fizyczny, to
okolo 10~** sekundy.
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Claeo
SYMETRYCZNE

Moéwimy, ze zbiér X jest zamkniety ze
wzgledu na pewne dziatanie, jesli wynik
tego dzialania wykonanego na
elementach X jest elementem X.

Na przyktad zbiér Q, jak i kazde inne
cialo, jest zamkniety ze wzgledu na
dodawanie, odejmowanie, mnozenie

i dzielenie przez niezerowe elementy.
Natomiast zbidr liczb catkowitych nie jest
zamkniety ze wzgledu na dzielenie, wigc
nie jest cialem.

Symetrie ciat i grupy: teoria Galois
Maria DONTEN-BURY*

Ponizsza opowie$é¢ byla na tyle wazna dla mtodego, zaledwie dwudziestoletniego,
matematyka Evariste’a Galois, ze poswiecil ostatni dziei przed pojedynkiem,
aby spisaé ja w lidcie do przyjaciela. Niestety, nie dostal od losu szansy

na kontynuowanie swoich prac, ale jaki$ czas po jego $mierci matematycy
zrozumieli znaczenie jego pomystéw. Slady teorii, z ktérej zarysem Czytelnik
zapozna¢ sie moze w dalszej czesci artykutu, odnalezé mozna w wielu gateziach
wspolczesnej matematyki. Jej bezposrednim nastepstwem jest wiele efektownych
rozwigzan problemoéw, ktérych ludzkosé szukata przez setki lat: nierozwiazalnosé
(przez pierwiastniki) réwnan wielomianowych stopnia 5 lub wyzszego,
niekonstruowalnos$é¢ pewnych wielokatéw foremnych (cyrklem i linijka), a takze
niewykonalno$é klasycznych konstrukeji geometrycznych, czyli podwojenia
szeScianu, trysekcji kata i kwadratury kota.

Pierwiastki wielomianéw. Zbiér liczb wymiernych Q jest przydatny

i przyjazny uzytkownikowi, ale jednak mocno wybrakowany. Zwykle dostrzegamy
jego braki, patrzac na dopuszczalne rozwiniecia dziesietne: liczby wymierne
moga mieé tylko skonczone lub okresowe od pewnego miejsca rozwiniecia. Tym
razem spojrzmy na ten problem z punktu widzenia wielomianéw. Znajdzmy, na
przyklad, pierwiastki wielomianu x? — 2. Dostajemy dwie mozliwosci: 2 = /2

i # = —/2. Zadna z nich nie jest liczba wymierna — przeczyloby to podstawowym
wlasnosciom podzielnosci. Stad wniosek, ze zbiér Q jest za maly, zebyémy mogli
znalez¢ wewnatrz niego rozwiazania dla wszystkich réwnan wielomianowych
majacych wymierne wspétezynniki, czyli w pewnym sensie pochodzacych od tego
zbioru.

Ta wlasnosé potrafi dawacé jeszcze ciekawszy efekt: jesli chcemy znalezé
pierwiastki wielomianu x2 4 1, to musimy wyjéé poza zbiér liczb rzeczywistych.
Rozwiazaniami sa jednostka urojona i oraz liczba do niej przeciwna —i, tak
zwane pierwiastki kwadratowe z minus jedynki. Widzimy zatem, ze pewne liczby
niewymierne, a nawet nierzeczywiste, pojawiaja sie naturalnie w okolicach zbioru
liczb wymiernych za sprawa wielomiandw.

Rozszerzenia ciat. W tej sytuacji wygodnie bytoby rozwazaé zbiér liczb
wymiernych z dodanymi £+v/2 lub +i, lub innym zestawem pierwiastkéw
pewnego wielomianu. Tylko trzeba odpowiednio sie za to zabra¢ — zadbadé

o zachowanie pewnych podstawowych wlasnosci algebraicznych. O zbiorze Q
mowimy, ze jest cialem, co oznacza, ze jego elementy mozemy dodawad,
odejmowaé, mnozy¢ i dzieli¢ (z wyjatkiem zera, przez ktére nie chcemy dzielié),
i w wyniku tych dzialan zawsze otrzymujemy elementy tego samego zbioru,
liczby wymierne. Jesli teraz chcemy rozszerzy¢ cialo Q o pewien element, to
wymagamy, zeby efektem takiej operacji tez bylo cialo. To oznacza, ze bedziemy
rozwazaé zbiér otrzymany ze wszystkich mozliwych wynikéw kombinacji
czterech podstawowych dziatan na liczbach wymiernych i dodanym elemencie
(lub elementach). Na przyktad, jesli rozszerzamy Q o v/2 (lub o —/2), to
otrzymujemy cialo oznaczane Q(v/2), ktére sklada sie ze wszystkich liczb postaci
a+ b2, gdzie a,b € Q. Czytelnik Wnikliwy sprawdzi, ze suma, réznica, iloczyn
i iloraz dwdéch liczb tej postaci réwniez jest tej postaci.

Ogodlnie, rozszerzenie Q o liczby aq, ..., a; oznaczam; ai,...,ax) i definiujem;
b ) b ) b

jako najmniejszy zbiér zamkniety na operacje dodawania, odejmowania,

mnozenia i dzielenia zawierajacy caly zbiér Q oraz ay,...,ax. JeSli a1, ..., ax

sa pierwiastkami pewnych wielomianéw o wspotezynnikach wymiernych,
to bedziemy je nazywaé elementami algebraicznymi nad Q, a rozszerzenie
Q c Q(ay,...,ar) — rozszerzeniem algebraicznym.

Stopien rozszerzenia. Przyjrzyjmy sie doktadniej rozszerzeniom Q o jeden
element algebraiczny nad Q, czyli cialom postaci Q(a). To ograniczenie okazuje
sie w pelni uprawnione, poniewaz, jak méwi twierdzenie Abela, dowolne
rozszerzenie algebraiczne mozna przedstawic¢ jako rozszerzenie o jeden element.
Znalezienie go moze nie by¢ latwe, ale istnieja tez proste przypadki.

10



Gdyby istnialy dwa rézne wielomiany
minimalne dla elementu a, to biorgc ich
réznice, otrzymalibySmy wielomian
(niezerowy!) nizszego stopnia, ktérego
pierwiastkiem byloby a. Czyli wcale nie
zaczynaliby$émy od wielomianéw
minimalnych!

Mozna powiedzieé, ze stopieni rozszerzenia
Q C Q(a) to wymiar Q(a) jako przestrzeni
liniowej nad Q.

Czytelnik Wnikliwy sprawdzi, ze jesli
element a jest pierwiastkiem wielomianu
w(z) o wspdlczynnikach w Q, to w(z) jest
podzielny przez wielomian minimalny

dla a. Stad mozna wywnioskowac, ze
3

z° — 2 jest wielomianem minimalnym
dla /2.

Na przyklad ciato k1 = Q(v/2,/3) jest tym samym co ks = Q(v/2 +/3).
Oczywiscie ko C ki, poniewaz Q i element /2 ++/3, ktéry generuje rozszerzenie,
nalezg do ki. A jak sprawdzié, ze k; C ko? Wystarczy przedstawié¢ v/2 i v/3
jako elementy ky. Zauwazmy, ze (v/2 +v/3)% = 54 26 € ko. Poniewaz

mamy do dyspozycji wszystkie liczby wymierne i podstawowe dzialania, wiec
mozemy otrzymadé /6, nie wychodzac poza ks. Spéjrzmy na wynik mnozenia
\/6(\/§ + \/g) = 2v/3 + 3v/2. Odejmujac od niego dwu- lub trzykrotnosé v/2 ++/3
i dzielac przez liczbe catkowita, dowiadujemy sie, ze /2 € ks i V/3 € ko, a zatem
k1 C ko.

Dlaczego wolimy pracowaé z rozszerzeniami o jeden element? W tej sytuacji
tatwiej jest opisa¢ postaé¢ wszystkich elementéw rozszerzenia algebraicznego

i okresli¢ pewne jego parametry. Z definicji element a, o ktory rozszerzamy Q,
jest pierwiastkiem wielomianu o wspoélezynnikach w Q. Ale takich wielomianéw
moze byé wiele... Na przyklad, i jest pierwiastkiem % — 1 (czyli jest
pierwiastkiem 4 stopnia z 1), ale ten wielomian mozemy zapisaé jako iloczyn
(22 — 1)(2% + 1), gdzie i jest pierwiastkiem drugiego czynnika. Ktéry wiec wybraé?
Wystarczy powiedzieé, ze bierzemy wielomian (o wspélezynnikach wymiernych)
najnizszego mozliwego stopnia, ktérego a jest pierwiastkiem; nazwiemy go
wielomianem minimalnym dla a. To okreéla go jednoznacznie z doktadnoscia
do mnozenia przez stala, wiec wybieramy zawsze ten, ktéry ma wspotczynnik
przy najwyzszej potedze zmiennej x réwny 1.

Stopniem rozszerzenia Q C Q(a) bedziemy nazywaé po prostu stopien
wielomianu minimalnego dla a. Ta liczba okresla réwniez liczbe réznych
poteg a, ktérych musimy uzyé, zeby opisaé¢ wszystkie elementy ciata Q(a)

bez dodatkowych mnozen przez liczby inne niz wymierne. Dokladniej, jesli

Q C Q(a) jest rozszerzeniem stopnia n, to wszystkie elementy Q(a) sa postaci
Po + pra + paa’ + ...+ pp_1a™ L, gdzie po, ..., pp_1 sa liczbami wymiernymi.
Argument opiera si¢ na spostrzezeniu, ze a” umiemy tak przedstawi¢ —

w koricu a jest pierwiastkiem wielomianu " + p,_12" "' + ... + p1x + po

o wspotczynnikach z Q.

Wobec tego rozszerzenie Q C Q(v/2) jest stopnia 2, a wielomianem minimalnym
dla v/2 jest #2 — 2. Podobnie Q C Q(i) jest rozszerzeniem stopnia 2. A czy
rozszerzenie Q C Q((3) o pierwiastek trzeciego stopnia z 1 (czyli pierwiastek
wielomianu #3 — 1) jest stopnia 37 Ot6z nie — to réwniez jest rozszerzenie
stopnia 2. Wielomian 2% — 1 mozna roztozyé na czynniki (22 + 2 +1)(z — 1),

a pierwiastkami pierwszego czynnika sa (3 i (2. Zatem 22 + 2 + 1 jest
wielomianem minimalnym dla (3 i dla (3.

Jeszcze ciekawszy przyktad. Czy podobnie jest z pierwiastkiem trzeciego
stopnia z 2? Nie, tym razem dostajemy rozszerzenie Q C Q(</2) stopnia 3,

a wielomian minimalny dla /2 to 2 — 2, ktérego pozostalymi pierwiastkami sa
(3V/2 1 (23/2. Zauwazmy jednak, ze Q(+/2) nie zawiera tych dwéch pozostatych
pierwiastkéw — to cialo jest zawarte w ciele liczb rzeczywistych, do ktérego
(3V/2 1 ¢23/2 nie naleza. Zeby otrzymaé najmniejsze cialo zawierajace wszystkie
pierwiastki 2% — 2, tak zwane cialo rozkladu tego wiclomianu, trzeba rozszerzy¢é
Q(+¥/2) o pozostale pierwiastki (wystarczy wzia¢ jeden z nich). Tak samo, jak
wezedniej rozszerzaliSmy Q o pewne elementy algebraiczne, mozemy rozszerzaé
dowolne inne cialo!

Mozemy tez obliczy¢ stopien takiego rozszerzenia Q(v/2) C Q(V/2)(¢3V/2) =

= Q(V/2,¢3V/2). W tym celu trzeba znalezé¢ wielomian minimalny dla ¢3+3/2

o wspotezynnikach w Q(¥/2). Oczywistym kandydatem jest 2° — 2; ma
wspoétezynniki z dobrego ciala, jednak okazuje sie¢ za duzy. Ale jesli podzielimy
go przez x — /2, to dostaniemy szukany wielomian minimalny: 2 +</2z + (V/2)2.
To oznacza, ze badane rozszerzenie jest stopnia 2. Mozemy tez popatrze¢ na
oba rozszerzenia razem, czyli na wieze rozszerzen Q C Q(v/2) € Q(V/2,(3V/2),

i, zapominajac o $rodkowym ciele, rozwazy¢ rozszerzenie Q C Q(3/2, (3V/2).
Poniewaz stopnie rozszerzen w wiezach si¢ mnoza, to rozszerzenie jest stopnia 6.

Symetrie, czyli automorfizmy. Jak zauwazyliSmy wczesniej, rozszerzenie Q
0 i oraz o —i sa tym samym. Co wiecej, polozenia tych elementéw w ciele Q(i)
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Wielomian moze mie¢ co najwyzej tyle
pierwiastkéw, liczonych z krotnosciami,
ile jest réwny jego stopieni. A tak
naprawde zawsze ma dokladnie tyle, jesli
tylko szukamy pierwiastkéow w ciele
algebraicznie domknietym (czyli takim,
ktérego nie da si¢ rozszerzy¢ o zaden
element algebraiczny) zawierajacym jego
wspélezynniki — tak méwi zasadnicze
twierdzenie algebry. Znanym zapewne
Czytelnikowi przykladem ciala
algebraicznie domknietego sg liczby
zespolone.

Sprzezenie w grupie zadane przez element
g € G to automorfizm, ktéry

elementowi h przyporzadkowuje wynik
mnozenia ghg~'. Wobec tego H C G jest
podgrupa normalng, jesli dla dowolnych
h € Hig € G zachodzi ghg™* € H.

sg w pewnym sensie symetryczne. Dokladniej, umiemy tak przeksztatcié

cialo Q(7) na nie samo, zeby zamienié i z —i. Oczywiscie, to nie moze by¢ byle
jakie przeksztalcenie — wymagamy, zeby byto bijekcja i respektowalo strukture
ciala, czyli podstawowe operacje. Przeksztalcenie ¢ musi zachowywaé sume:
o(a+0b) =o(a) + o(b) dla dowolnych a,b € Q(i), i analogicznie dla odejmowania,
mnozenia i dzielenia (a stad (1) = 11 o(0) = 0). Takie przeksztalcenie ciala
nazywamy jego automorfizmem. W przypadku Q(i) okazuje sie, ze zadane
wlasnosci ma sprzezenie liczb zespolonych: o(a + bi) = a — bi. Zauwazmy, ze
ten automorfizm trzyma w miejscu liczby wymierne: dla kazdego ¢ € Q mamy
o(q) =q.

I tu pojawia si¢ kolejna struktura algebraiczna: grupa. Spéjrzmy na zbior
wszystkich automorfizméw wybranego ciala — mozemy je skladaé¢ i odwracad!
Nietrudno sprawdzié¢, ze przy obu tych operacjach bedziemy dostawac
przeksztalcenia zachowujace podstawowe dzialania. Mamy tez automorfizm
trywialny, przeprowadzajacy kazdy element na niego samego; sktadanie z nim
nic nie zmienia. To wszystko znaczy wlasnie, ze automorfizmy ciala tworza
grupe: zbiér z odwracalnym dzialaniem (nazywanym zwyczajowo mnozeniem).

Grupa automorfizméw ciata bedacego rozszerzeniem algebraicznym Q nie

moze by¢ zbyt duza — liczba jej elementéw nie przekracza stopnia rozszerzenia.
Latwo to wykazaé, jedli umiemy opisaé rozszerzenie za pomocs jednego
dodawanego elementu a. Co wtedy dzieje sie z wielomianem minimalnym

dla a przy automorfizmie o7 Nic! Jego wspo6tezynniki pochodza z ciata
zachowywanego przez o, wiec wielomian pozostaje bez zmian. A poniewaz a jest
jego pierwiastkiem, wiec o(a) tez musi by¢ jego pierwiastkiem. Teraz wystarczy
zauwazy¢, ze wybor wartoséci o(a) okresla o jednoznacznie, mamy wiec co
najwyzej tyle réznych automorfizméw, ile (réznych) pierwiastkéw wielomianu
minimalnego.

I wreszcie twierdzenia. Galois interesowal sie specjalnym rodzajem
automorfizméw cial. Dla ustalonego rozszerzenia ki C ko szukal takich
automorfizméw ciata ko, ktére trzymaja w miejscu wszystkie elementy k;.

Tak wybrane automorfizmy tez tworza grupe, nazywana grupg Galois
rozszerzenia i oznaczana G(ka/k1), zwykle troche mniejsza niz grupa wszystkich
automorfizméw ko. Badal tez przejscie w druga strone, od grupy do rozszerzenia
cial. Dla dowolnej podgrupy H C G(k2/k1), czyli mniejszej grupy zawartej

w wiekszej, mozna wyznaczy¢ zbiér wspélnych punktéw stalych wszystkich
automorfizméw H. Okazuje sie, ze to tez bedzie cialo ky, lezace gdzie$
pomiedzy ki i ko, a wiec tworzace z nimi wieze rozszerzen ky C ki C ko.

Powiemy, ze rozszerzenie ki C ko jest rozszerzeniem Galois, jesli wykonanie
kolejno obu tych operacji powoduje powrdt do punktu wyjscia, czyli jesli
elementy ciala ks trzymane w miejscu przez kazdy automorfizm z grupy
G(k2/k1) to dokladnie elementy ciata k1. Gléwny wynik Galois to obserwacja, ze
rozszerzenia Galois zachowuja sie bardzo porzadnie wzgledem opisanych dwoch
operacji. Na tyle porzadnie, ze, w pewnym zakresie, zamiast badaé¢ duze zbiory
o zlozonej strukturze — ciata i ich rozszerzenia — mozemy odczytywaé informacje
ze struktury ich grup symetrii, zwykle znacznie prostszej. A dokladnie, opisane
operacje brania grupy Galois rozszerzenia i brania ciala punktéow stalych

grupy automorfizméw zadaja wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy
cialami kp lezacymi w $rodku rozszerzenia Galois (k1 C kg C ko) a podgrupami
grupy Galois H C G(ko/ky1). Co wiecej, ta odpowiednio$¢ pozwala sprawdzié,
kiedy rozszerzenie k1 C kg jest rozszerzeniem Galois (natomiast kg C ko
zawsze jest Galois). Dzieje sie tak wtedy, gdy podgrupa H C G(k2/k1) ma
dobre wlasnoéci: jest tak zwana podgrupg normalng, czyli niezmiennicza ze
wzgledu na pewna klase automorfizméw G(ka/k;), nazywanych sprzezeniami. Co
ciekawe, pojecie podgrupy normalnej pojawia sie¢ w bardzo wielu zagadnieniach
algebraicznych, ale pierwszy raz zostalo wyszczegdlnione wlasnie przez Galois
przy okazji powyzszego twierdzenia.

Jak to wyglada w praktyce? Wréémy do przykladu Q C Q(¥/2, (3¥/2),
czyli ciala rozkladu 22 — 2. W naszej sytuacji, czyli przy zalozeniu, ze

12



Jedli rozwazane ciata nie sg
rozszerzeniami Q, to twierdzenia Galois
pozostaja prawdziwe, a do niektérych
omawianych po drodze wynikéw
potrzebne jest zalozenie rozdzielczosci
rozszerzenia, co oznacza, ze zaden
wielomian rozktadalny w wiekszym ciele
nie moze mie¢ w nim wielokrotnych
pierwiastkéw.

ﬁ Zadania

Przygotowal Michal NAWROCKI

wszystkie rozwazane ciala zawieraja Q, bycie cialem rozkladu wystarcza do
bycia rozszerzeniem Galois. Grupa Galois tego rozszerzenia ma 6 elementéw,
poniewaz dla rozszerzenia Galois liczba jej elementéw musi byé¢ rowna
stopniowi rozszerzenia. Wiemy ponadto, ze automorfizm z grupy Galois moze
przeprowadzaé pierwiastki wielomianu o wspétczynnikach z Q tylko na inne
pierwiastki tego wielomianu, czyli je permutuje. Wielomian 23 — 2 ma trzy
rézne pierwiastki, ktére mozna spermutowaé na 6 sposobéw. Ponadto kazda
permutacja wyznacza juz jednoznacznie automorfizm Q(+/2, (34/2), poniewaz
moéwi, jakie maja byé¢ obrazy generatoréw tego rozszerzenia. Wobec tego grupa
Galois G(Q(¥/2,(3V/2)/Q) to grupa wszystkich permutacji tréjelementowego
zbioru!

Ponadto mozna sprawdzié¢, na przyktad badajac wtasnosci permutacji, ze jedyna
(nietrywialna) normalng podgrupa jest grupa cyklicznych permutacji trzech
elementéw. A wewnatrz Q(v/2, (3V/2) mozemy znalezé cialo Q(iv/3), poniewaz

V3= (GV2-GV2)/V2.
Okazuje sie, ze to dokladnie cialo punktow stalych podgrupy trdjelementowych

cykli, wiec rozszerzenie Q C Q(iy/3) jest Galois — co zgadza si¢ z faktem, ze
stanowi ono cialo rozkladu z2 + 3.

Jak to powigzaé z klasyczng geometrig? W przypadku konstrukeji
geometrycznych kluczowym spostrzezeniem jest to, ze jesli z pewnego

zbioru punktéw umiemy za pomoca cyrkla i linijki otrzymacé¢ nowy punkt,

to jego wspolrzedne naleza do rozszerzenia algebraicznego stopnia 27 ciala
zawierajacego wspolrzedne danych punktéw. Dziatanie cyrkla i linijki mozna
opisa¢ algebraicznie przez uktady réwnan stopnia co najwyzej 2, wiec kazdy
krok konstrukeji to rozszerzenie ciata o pierwiastek réwnania kwadratowego
(lub brak rozszerzenia, jesli nowe wspélrzedne juz naleza do ciala generowanego
przez wezesniejsze). Wobec tego, jesli mamy dany szedcian o boku dlugosci 1, to
konstrukcja szescianu o dwukrotnie wiekszej objetosci wymagataby umiejetnosci
otrzymania odcinka o dlugosci ¥/2. Ta liczba, jak wiemy, jest stopnia 3 nad Q,
co nie pozwala jej znalezé si¢ w zadnym rozszerzeniu Q stopnia 2.

Jak wida¢, konsekwencje teorii Galois stanowia nawet bardziej wdzieczny
temat opowiesci niz jej podstawy, wiec o tym w Delcie juz bylo, nawet nie raz!
Zainteresowanych rozwiazaniami pozostalych klasycznych probleméw odsytamy
wigc do artykuléw Macieja Brynskiego O tym, co sie da, a czego sie nie da
rozwigza¢ (Delta 9/2013) i Réwnania algebraiczne (Delta 9/2016).

Redaguje Lukasz BOZYK

F 937. Cylindryczne naczynie jest zamknigte tlokiem
o masie M i polu powierzchni S. Na gérnej powierzchni
ttoka, bez straty energii, podskakuje N kulek, kazda

o masie m < M. Wysoko$¢, na jaka podskakuje kazda
kulka, wynosi h, ciSnienie atmosferyczne jest réwne pg.
Tle wynosi ci$nienie gazu pod ttokiem?

Rozwiazanie na str. 15

F 938. Do sferycznego, metalowego Q
naczynia o promieniu R, majacego
na gorze niewielki otwor, wpadaja

z wysokosci h > 2R natadowane
krople rteci. Masa kazdej kropli
wynosi m, a jej tadunek elektryczny
wynosi Q. Jaki bedzie kolejny
numer n ostatniej kropli, ktora
jeszcze wpadnie do naczynia?
Rozwiazanie na str. 15
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M 1543. Znalez¢ wszystkie nieujemne liczby catkowite n,
dla ktérych kazda z liczb 9n + 16 oraz 16m + 9 jest
kwadratem liczby caltkowite;j.

Rozwiazanie na str. 3

M 1544. Liczby rzeczywiste a, b, ¢ sa takie, ze

e T Cj%a +a5 =1 Sprawdzi¢, ze wartos¢ wyrazenia
a® " b? N c?
b+c c+a a+b

nie zalezy od wartosci a, b, c.
Rozwiazanie na str. 3

M 1545. Niech S bedzie takim podzbiorem zbioru N
dodatnich liczb catkowitych, ze dla kazdej pary z,y € S
réwniez x +y € S. Przypusémy, ze zbiér N\ S jest
skoniczony i N\ § = {ay, as, ..., a,}. Udowodnié, ze

a1 +as+ ... +a, <n?

Rozwiazanie na str. 3
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Dlaczego nie da sie zobaczy¢ atomow?
Bwa LACINSKA*

We Wszechs$wiecie istnieje duzo réznych ograniczen, wystepujacych w réznych
dziedzinach. Mimo ze, by¢ moze, nie jest to dla nas oczywiste i niekoniecznie
mamy okazje dostrzec to w zyciu codziennym, $wiatlto widzialne ograniczone jest
pod wieloma wzgledami. Dlugosé fali wynosi od 380 nm dla $wiatla fioletowego
do 780 nm dla czerwieni. Swiatlo w prézni musi poruszaé sie ze stala predkoscia
WYNnoszaca

¢ =299792458 m/s ~ 300000 km/s.
W zwiazku z naturg $wiatla i jego oddzialywaniem z materia mamy do
czynienia réwniez z innymi ograniczeniami. Skutkuja one, miedzy innymi,
takimi zjawiskami jak aberracje czy tez ograniczona rozdzielczos¢ przyrzadow
optycznych.

Jednym z podstawowych ograniczen zwiazanych ze swiatlem jest fakt, ze nie
istnieje idealny przyrzad optyczny ogniskujacy $wiatto, np. idealna soczewka.
Ogniskowanie $wiatla jest potrzebne przykladowo do obrazowania optycznego
i wystepuje w mikroskopach optycznych, aparatach fotograficznych, kamerach
itp. Oczywiscie, bardzo skomplikowanym narzadem wykonujacym obrazowanie
jest rowniez ludzkie oko. We wszystkich tych przykladach wystepuja aberracje,
ktére ograniczaja ich mozliwoéci poprawnego dziatania.

Przyktadows aberracja, ktéra wynika z natury swiatla, jest aberracja
chromatyczna. Zwiazana jest ona z cecha opisujaca dany material, jaka

jest jego wspélezynnik zatamania n. Okresla on, z jaka predkoscia swiatto
rozchodzi sie w danym materiale w stosunku do jego predkosci w prézni,

v = ¢/n. Przykladowo dla szkla n wynosi okolo 1,5, co oznacza, ze $wiatlo
porusza si¢ w szkle péttora raza wolniej niz w proézni. Zgodnie z prawem Snella,
wspdlezynnik zatamania okresla réwniez, jak bardzo ugnie sie wiazka $wiatta
przy przechodzeniu z jednego osrodka do drugiego. Kluczowym elementem
pozwalajacym zrozumieé, czym jest aberracja chromatyczna, jest fakt, ze

dla wiekszosci stosowanych materialéw (np. szklo) wspélezynnik zatamania
$wiatla nie jest liczba stala dla wszystkich dlugoéci fali, lecz przyjmuje rézne
wartosci dla réznych barw. Zjawisko to nosi nazwe dyspersji wspotezynnika
zalamania Swiatta. Liczba n maleje wraz ze wzrostem dtugosci fali, co oznacza,
ze dla $wiatta widzialnego osiaga najwicksza wartosé dla koloru fioletowego,

a najmniejsza dla czerwieni. W konsekwencji przy przechodzeniu z jednego
o$rodka do drugiego $wiatto fioletowe zalamuje si¢ pod najwickszym katem,

a czerwone pod najmniejszym. Zjawisko to jest intencjonalnie wykorzystywane
w pryzmatach, ktére rozszczepiaja $wiatlo biate na wszystkie kolory teczy.

Ale zastandéwmy si¢ nad konsekwencjami dyspersji wspélczynnika zalamania
Swiatla przy pracy soczewki skupiajacej Swiatto. Wiazka $wiatta przechodzaca
przez prosty uktad optyczny, ztozony z jednej soczewki, rozszczepi sie zarowno
na granicy powietrze/soczewka, jak i na granicy soczewka/powietrze, przy czym
pamietamy, ze Swiatto fioletowe i niebieskie ugnie si¢ najbardziej, a czerwone
najmniej. W konsekwencji ognisko nie bedzie idealnie punktowe, jakbysmy
zakladali i bardzo chcieli, ale dla $wiatta niebieskiego znajdzie si¢ ono blizej
soczewki, dla czerwonego dalej, a reszta barw zogniskuje sie¢ gdzies posrodku.
Skutkuje to tym, ze na ekranie obserwujemy kolorowa obwoédke wokél ogniska.

Aberracje chromatyczna mozna ograniczaé¢, stosujac np. dublet achromatyczny,
czyli dwie potaczone soczewki, jedna skupiajaca i jedna rozpraszajaca, o réznej
dyspersji wspoélczynnika zalamania. Sa one tak dobrane, aby ogniska dla $wiatta
niebieskiego i czerwonego wypadaly w tym samym miejscu. Dla innych barw
efekt ten nie jest az tak widoczny, tak wiec dla wielu zastosowari (np. lornetki,
lunety) uzycie dubletu achromatycznego wystarcza, aby skorygowaé aberracje
chromatyczna. Nalezy jednak pamietaé, ze nie da si¢ jej zupelnie wyeliminowac,
mozna jedynie ja korygowaé do pewnego stopnia.

14



L -]

Rozwigzanie zadania F 937.
Kazda kulka spadajaca z wysokosci h
przy sprezystym zderzeniu z ttokiem

przekazuje mu ped 2mv = 2m+/2gh.
Naste¢puje to raz w ciggu czasu t
pomiedzy dwoma kolejnymi zderzeniami,
ktéry jest rowny sumie czasu wznoszenia

i spadania kulki: ¢t = 24/2h/g, gdzie g to
przyspieszenie ziemskie. Stad znajdujemy
Srednig wartos¢ sily oddzialywania jednej
kulki na ttok w ciggu czasu t, réwna

2m~ /2gh
24/2h/g

Dla éredniej sitly oddzialywania N kulek
na tlok znajdujemy

F¢e = NFy = Nmg.

(Zauwazmy, ze wielko$é tej sity, réwna
catkowitemu ciezarowi kulek, nie zalezy
od wysokoéci, na jaka one podskakuja, co
wynika ze sprezystego charakteru zderzen
z tlokiem).

Ap 2muv
F=——= =
t t

= mg.

Cisnienie gazu pod tlokiem znajdujemy
jako sumeg ci$nien:

p=po+g(Nm+ M)/S.

@

Rozwigzanie zadania F 938.

Kazda kropla, wpadajac do naczynia,
powieksza jego tadunek o Q. Ladunek ten
rozklada sie réwnomiernie na powierzchni
sfery i wytwarza wokél niej pole
elektryczne, ktére jest takie jak pole
pochodzace od tadunku punktowego,
réwnego tadunkowi sfery, umieszczonego
w jej érodku. Na spadajaca krople
dziataja wiec dwie sily: przyspieszajaca
ruch kropli sita ciezkosci i opdzniajaca
ten ruch sila elektrostatyczna.
Przyjmijmy, ze do naczynia wpadlo

n kropli, a wiec jego ladunek wynosi nQ.
Kropla n” = n + 1 juz do naczynia nie
wpadnie, jezeli jej predkosé na wysokosci
otworu w naczyniu bedzie réwna zeru.
Predkosé te znajdziemy, obliczajac
energie kinetyczna, jaka ma na
wysokosci 2R kropla spadajaca

z wysokosci h. Bedzie ona réwna zmianie
jej energii potencjalnej, na ktérg sktada
si¢ energia pochodzaca od pola
grawitacyjnego i od pola elektrycznego
przy spadku z wysokosci h do

wysokosci 2R:

AE, = mg(h — 2R)+

" nQ? nQ?
dmeg(h — R)  4meoR’

Mamy wigc

)? Q> h—2R
mu_ mg(h — 2R) — nQ . 17,
2 4meg  R(h — R)
a stad
2nQ?(h — 2R)

2
v® =2g(h —-2R) - —————.
! g(h ) 4meom(h — R)R

7Z warunku v = 0 dostajemy

n = 4dreomgR(h — R)/Q%,
a to oznacza, ze ostatnia kropla, ktéra
wpadnie do naczynia, ma numer n,
bedacy najwigksza liczbg calkowita
spelniajacyg warunek:

n < 4regmgR(h — R)/Q”.

Zalézmy jednak, ze mamy do dyspozycji idealny przyrzad obrazujacy, np.
idealny mikroskop, pozbawiony aberracji chromatycznej. Czy oznacza to, ze
stosujac dowolne powickszenie, mozemy uzyskaé obraz o dowolnej rozdzielczosci,
czyli zobaczyé obiekty dowolnie male, np. czasteczki chemiczne i atomy?
Okazuje sie, ze nawet gdy zaniedbamy wszystkie wady przyrzadéw optycznych
zwiazane z obrazowaniem, pojawia si¢ kolejne ograniczenie wynikajace

z samej natury Swiatta. Mam tutaj na mysli zjawisko dyfrakcji i interferencji.
Najprosciej méwiac, jesli fala swiatta napotka na swojej drodze przeszkode,

to ulegnie ugieciu na niej, czyli zmieni si¢ kierunek jej rozchodzenia — jest

to zjawisko dyfrakcji. Natomiast gdy dwie fale spotkaja sig, to w zaleznosci

od faz, w ktorych si¢ znajduja, moga sie wzmocni¢ lub ostabi¢ — jest to zjawisko
interferencji. Tak wiec, gdy przepuscimy wiazke Swiatta przez kolowy otwor,
$wiatlo to ugnie sie na granicy otworu, a ponadto, zgodnie z zasada Huygensa,
kazdy punkt otworu bedzie zrédtem nowej fali kulistej. Fale pochodzace

z réznych fragmentéw otworu interferuja i w konsekwencji, zamiast pojedynczego
punktu na ekranie zaobserwujemy typowy obraz interferencyjno-dyfrakcyjny,
okragla rozmyta plamke wraz z kilkoma jasnymi pierScieniami.

Centralna jasna plamka zawiera okoto 85% energii $wiatla i nazywa si¢ plamka
Airy’ego. Wokot niej wystepuja kolejno pierécienie jasne i ciemne, oznaczajace
odpowiednio miejsca, w ktérych fale sie dodaty konstruktywnie badz destruktywnie.
Zjawisko to ma ogromne znaczenie przy okreslaniu zdolnosci rozdzielczej przyrzaddw
optycznych. Gdyby$my chcieli mie¢ uklad optyczny pozwalajacy na powiekszenie
naszego obrazu dowolng ilo$¢ razy, to teoretycznie, zgodnie z optyka geometryczna,
jestedmy w stanie to zrobi¢. Jednak w tej teorii soczewka ogniskuje $wiatto w punkcie
— w praktyce, jesli wezmiemy pod uwage efekty dyfrakcyjno-interferencyjne, obraz
jest nieco wiekszy. Tak wiec obraz dwéch bardzo matych, punktowych przedmiotow
jest tak naprawde ich obrazem dyfrakcyjno-interferencyjnym. Zamiast dwéch
punktéw na ekranie w gléwnej mierze bedziemy obserwowaé¢ dwie plamki Airy’ego.
Jezeli laczna suma promieni plamek Airy’ego bedzie wieksza niz odleglo$¢ pomiedzy
dwoma przedmiotami, to obrazy obiektéw beda sie nakladaé¢. W efekcie przy
dowolnie blisko potozonych punktach przekrycie si¢ plamek staje si¢ na tyle duze,
ze nie bedziemy w stanie ich odréznic.

Zjawisko to nosi nazwe ograniczenia dyfrakcyjnego. Tak wiec, o ile zgodnie

z optyka geometryczna mozemy ogladaé¢ kazdy maly obiekt, to w praktyce

nie bedziemy w stanie go wystarczajaco wyostrzyé. Méwi sie, ze przyrzad
optyczny jest ograniczony dyfrakcyjnie, jesli poprawa jego parametréw (np.
uzytych materialéw, zastosowanej konstrukeji) nie jest w stanie poprawi¢ juz
jego zdolnosci rozdzielczej ze wzgledu na wystepujace efekty dyfrakcyjnie. Takim
bardzo dobrze wykonanym przyrzadem jest np. ludzkie oko. Powstaje wiec
pytanie, jakie najmniejsze obiekty jesteSmy w stanie zobaczy¢ przy uzyciu
mikroskopu optycznego? Z pomoca przychodzi nam kryterium Rayleigha, ktére
okresla maksymalna zdolnoé¢ rozdzielcza, czyli minimalna odlegto$¢ pomiedzy
rozroznialnymi punktami. Méwi ono, ze dwa obiekty sa wciaz widocznie
odseparowane, jesli maksimum obrazu dyfrakcyjnego (jasny prazek) pierwszego
przedmiotu pokrywa sie z minimum drugiego (ciemny krazek). Matematycznie
mozemy je opisa¢ wzorem:

d ~ 0,61\ NA,

gdzie: d — minimalna odlegto$¢ pomiedzy rozréznianymi punktami, A — dtugosé
fali $wiatta, NA — apertura numeryczna mikroskopu (NA = nsin

n to wspoélezynnik zatamania $wiatta dla materii pomiedzy obiektywem

i obserwowanym obiektem, o — polowa kata, pod jakim promienie Swiatta moga
wchodzié¢ do obiektywu). Przykladowo: dla dlugosci fali 500 nm ($wiatlo zielone)
i aperturze numerycznej réwnej 1 dostajemy d ~ 0,3 wm, czyli tyle, ile wynosi
$rednica duzych wiruséw albo matych bakterii. Jest to za malo i to w dodatku
o jakies trzy rzedy wielkosci, aby zobaczy¢ atomy. Istnieja jednak urzadzenia
obrazujace, nazywane rowniez mikroskopami, ale wykorzystujace inne zjawiska
fizyczne zamiast $wiatta, pozwalajace ,zobaczyé¢” to, co naprawde male. Jest to
jednak temat na oddzielny artykut.
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Testy teorii Einsteina to m.in. wyjaénienie
precesji orbity Merkurego, ugiecie
promieni $wiatla gwiazd w polu
grawitacyjnym Stonca, oraz przesunigcie
ku czerwieni dlugosci fal fotonéw w polu
grawitacyjnym, a takze ruch orbitalny
uktadéw podwdjnych gwiazd
neutronowych i niedawne detekcje fal
grawitacyjnych (zmiennych w czasie
zaburzen geometrii czasoprzestrzeni
rozchodzacych si¢ z predkoscig $wiatta

i wywolywanych przez przyspieszony ruch
masywnych cial, w tym przypadku
ukladéw podwdjnych czarnych dziur).

W elektromagnetyzmie jest to bezmasowy
bozon zwany fotonem, w oddzialywaniu
slabym masywne bozony Wt i z°,

a w silnym osiem gluonéw.

W podobny sposéb w wannie nie da sie
wzbudzié¢ fali o dtugoéci kilometra lub
zagraé na skrzypcach niskiej nuty
kontrabasu.

Stala Plancka h jest jedng

z podstawowych stalych fizycznych; ma
wymiar iloczynu odleglosci i pedu (energii
i czasu) i wynosi

h = 6,626070040(81) - 1073 J.s.
Zredukowana stata Plancka, h = h/2m,
zwana jest tez stala Diraca.

Czy grawiton da sie wykry¢?
Michat BEJGER

Ponad 300 lat temu Newton sformulowal teorie grawitacyjnego przyciagania

sie ciat i tym samym wprowadzil do fizyki pojecie pola grawitacyjnego. Pole to
wypelnia przestrzen wokol masywnych cial i przekazuje pomiedzy nimi informacje,
dzieki czemu masy ,wiedza”, z jaka sila maja sie przyciagaé. W ogdlnej teorii
wzglednosci pole grawitacyjne jest natomiast wyznaczane przez rozwiazania rownan
Einsteina, a prawdziwy powdd sity grawitacyjnej jest zwiazany z efektem deformacji
czterowymiarowej czasoprzestrzeni: sila grawitacyjna nie istnieje, a efekt przyciagania
sie ciat jest ztudzeniem wywotanym przez ich swobodny ruch w zakrzywionej
czasoprzestrzeni. Teoria Einsteina zostata w ciggu ostatnich 100 lat przetestowana na
wiele sposobdéw. Istnienie czarnych dziur, a takze fal grawitacyjnych jest dowodem na
poprawno$¢ teorii grawitacji Einsteina w zakresie silnych pél grawitacyjnych. Mamy
wiec dobrze przetestowana teori¢ odtwarzajaca zachowanie si¢ makroskopowych
obiektow — planet, gwiazd i czarnych dziur. Jest to jednak teoria klasyczna, ktora

nie jest w stanie opisa¢ grawitacji w najmniejszych skalach, to znaczy na poziomie
kwantowym. Mozna zatem spytaé, czy da si¢ stwierdzi¢ istnienie kwantéw pola
grawitacyjnego, wiadomo bowiem, ze trzy inne oddziatywania fundamentalne sa
przekazywane przez dobrze zdefiniowane czastki elementarne. Jesli grawitacja jest
réwniez teorig kwantowa, to wydaje si¢ naturalne, ze powinien istnie¢ kwant pola
grawitacyjnego przenoszacy oddzialywania grawitacyjne — grawiton. Jak dowies¢
istnienia (lub nieistnienia) grawitonu? Pytanie to mozna rozumie¢ na kilka sposobdw.
Jedli stwierdzimy, ze wykrycie grawitonu jest niemozliwe, mozemy mie¢ na mysli, ze
istnieje udowodnione twierdzenie mowiace, ze jego detekcja jest sprzeczna z prawami
fizyki. Mozna takze zbada¢ wtasnosci mozliwych detektoréw grawitonéw i wykazaé, ze
nie moga one dziala¢ w oparciu o znane prawa fizyki.

Tu skupimy sie na sprawdzeniu, czy da si¢ — teraz lub w odlegtej przysztosci
zbudowaé detektor podobny do interferometru laserowego LIGO lub Virgo, ktéry
bytby w stanie rejestrowaé pojedyncze grawitony, oraz rozwazymy alternatywne
pomysty. W szczegdlnosci oszacujemy, ile grawitonéw zawiera fala grawitacyjna, jak
duze zaburzenie czasoprzestrzeni odpowiada pojedynczemu grawitonowi, i jak czuty
powinien by¢ detektor, by takie zaburzenie zmierzy¢. Nastepnie oszacujemy parametry
idealnego interferometru.

Pisaliémy o tym w Delcie 3/2017. Energia fali grawitacyjnej jest funkcja kwadratu
amplitudy fali grawitacyjnej ho i kwadratu czesto$ci emitowanej fali w (czestosé fali
jest proporcjonalna do charakterystycznej czestosci zrédta, np. czestosci orbitalnej
ukltadu podwéjnego). Dokladniej, gestoéé energii fali grawitacyjnej (ilo$é energii
w jednostce objetosci) jest réwna

2

c 2,2

322G o

Fala o czestoéci w réwnej 1 kHz i amplitudzie ho = 102! (wartosci czestosci

i amplitudy poréwnywalnych z rejestrowanymi ostatnio przez Advanced LIGO
w przypadku zderzeri gwiazdowych czarnych dziur), odpowiada gestosci energii
10717 J/em?.

Z powodu swej falowej natury grawiton o czestosci w nie moze znajdowac sie
w objetosci o rozmiarze mniejszym niz jego zredukowana dtugosé fali, X = A\ /27 = ¢/w.

Gestos¢ energii pojedynczego grawitonu jest najwyzej réwna energii grawitonu hw,
gdzie h to zredukowana stata Plancka, podzielonej przez objeto$¢ odpowiadajaca

zredukowanej dtugosci fali:
4

. L e\ w
E, = energia/objetosé = hw (—) =h—.
w c

Dla w = 1 kHz, Es to najwyzej 3-107°* J/cm?, z czego wynika, ze fala grawitacyjna
0 ho = 102! zawiera co najmniej 3 - 1037 grawitonéw. By zarejestrowaé jeden
grawiton, potrzeba czulosci 3 - 1037 razy lepszej, a praktycznie zapewne duzo lepszej,
bo nalezy dodatkowo wzia¢ pod uwage proces detekcji uwzgledniajacy szum tla.
Zgrubne oszacowanie czutosci interferometru otrzymamy, poréwnujac E i Es, dostajac
amplitude odpowiadajaca pojedynczemu grawitonowi:

ho = LP% (327T)1/2 )
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Zasada nieoznaczonosci Heisenberga
stwierdza, ze istniejg pary wielkosci (np.
polozenie x i ped pg, a takze energia E
i czas t), ktérych nie da sie jednoczesnie
zmierzy¢ z dowolng dokladnoscia:

AzAp, > k)2, AEAt > h)2.

Promien Schwarzschilda masy M,
definiujacy rozmiar horyzontu czarnej
dziury o tej samej masie wynosi

R, = 2GM/c?. Horyzont wyznacza sfere,
wewnatrz ktérej predko$é ucieczki jest
wieksza od predkodci swiatla.

Dla poréwnania, elektromagnetyczna moc
promieniowania Storica to 4 - 1020 MW.

1 mol wegla (12 graméw) zawiera liczbe
Avogadro (6,022 - 10%®) atoméw, zatem

1 gram — w przyblizeniu 1 cm® — to

n =5 -10%? atoméw. Rzad wielkosci
przekroju czynnego na zderzenia wynosi
dla neutrin 10742 cm ™2, zatem droga
swobodna to [ = (no) ™! ~ 10%° cm, czyli
jest rzedu parsekow.

[1] R. J. Gould, The graviton luminosity
of the Sun and other stars, 1985,
Astrophysical Journal, 288, 789

[2] M. Fukugita and T. Yanagida, Physics
of Neutrinos and Applications to
Astrophysics, 2003, Springer Verlag
(Berlin)

[3] publications.ias.edu/sites/
default/files/poincare2012.pdf

gdzie L), = (Gh/cS)l/2 ~ 1,6 - 10735 m jest dtugo$cia Plancka (najmniejszym, jak

sie wydaje, dopuszczalnym rozmiarem w kwantowym $wiecie). Pomiar amplitudy

fali odbywa si¢ w interferometrze poprzez pomiar zmiany odlegto$ci L pomiedzy
swobodnymi testowymi masami, tzn. lustrami, od ktérych odbija sie $wiatto lasera.
Zgodnie z zasada dzialania urzadzenia dlugo$é ramienia L nie moze przekraczaé
dtugosci fali grawitonu, ¢/w (interferometr nie zarejestrowalby zmian dtugosci ramion
pod wptywem fali o dtugosci mniejszej od L, poniewaz wydluzenia i skrécenia
wygaszalyby sie wzajemnie; zob. tez artykutl Izabeli Kowalskiej w Delcie 10/2010).
W optymalnym przypadku L = ¢/w, zmiane odleglosci szacujemy na

AL = hoL = (32m)"/? L,

7 doktadnoscia do czynnika rzedu jednosci wymagana dokladnosé pomiaru separacji
pomiedzy masami testowymi jest réwna dlugosci Plancka i nie zalezy od czestosci
grawitonu.

Czy interferometr typu LIGO lub Virgo jest w zasadzie w stanie zmierzy¢ odleglosci
poréwnywalne ze skalg Plancka? OdpowiedZ jest negatywna. By sie¢ o tym przekonac,
rozwazmy idealny przypadek urzadzenia, ktérego elementy o masach M znajduja sie
dla uproszczenia w niewazkosci. Uzywajac zasady nieoznaczono$ci Heisenberga, mozna
okresli¢ dopuszczalny przez prawa fizyki rozmiar L,

AxAp, = AL MAL/At > h/2,
~~ ——
nieoznaczonos¢ | jeoznaczonoéé
polozenia pedu

gdzie At oznacza czas trwania eksperymentu, At = 2L/c (czas przelotu $wiatla
tam i z powrotem potrzebny do skomunikowania sie elementéw detektora). Biorac
AL = Ly, dostajemy ograniczenie

L<GM/.

Oznacza to, ze separacja pomiedzy masami M jest mniejsza od promieni
Schwarzschilda kazdej z nich. Przyciagajacy potencjal grawitacyjny GM?> /L jest
wiekszy od Mc?, a detektor zapada sie do czarnej dziury jeszcze przed zakonczeniem
pomiaru.

Interferometr nie jest, oczywiscie, jedynym mozliwym sposobem rejestracji obecnosci
grawitonu. Dla czestosci w, réwnych 10'® Hz lub wiekszych, energia fiw grawitonu

jest rzedu elektronowoltéw, czyli na tyle duza, by ,wybija¢” elektrony z powtok
atomowych. Uwolniony z atomu elektron bylby nastepnie wykrywany standardowymi
metodami uzywanymi np. w detektorach neutrin. Trudno jest sobie, co prawda,
wyobrazi¢ makroskopowe zrédlo astrofizyczne o tak wysokiej czestotliwosci wéréd
tych, na ktére ,poluja” interferometry LIGO/Virgo, to znaczy zapadajacych si¢
uktadéw podwodjnych gwiazd neutronowych i czarnych dziur, niesymetrycznych
rotujacych gwiazd neutronowych czy wybuchajacych gwiazd supernowych. Mozna
jednak poszukaé zrédla grawitonéw w goracych wnetrzach gwiazd. Robert J. Gould
oszacowal catkowita ilo$¢ energii wynoszonej przez termiczne grawitony produkowane
w zderzeniach elektron-elektron oraz elektron-jon we wnetrzu Stonica [1]: wynosi ona
79 megawatow. Jeszcze lepszymi zrédlami sa wnetrza biatych kartéw (milion MW) lub
gwiazd neutronowych (trylion MW). Te ostatnie sa z praktycznego punktu widzenia
najlepszymi zrédtami grawitonéw, pozostaje jednak uporanie si¢ z problemem
odréznienia grawitonéw i neutrin, ktére sa rowniez emitowane w wielkich ilosciach

7z wnetrz gwiazd. W przypadku Storica na kazdy grawiton przypada 104 neutrin,

a przekréj czynny na oddzialywanie neutrino-elektron jest 10%° razy wieksze od
przekroju czynnego dla grawitonu [2]. Problem detekcji grawitonu sprowadza sie wiec
do odréznienia interesujacego nas zdarzenia od co najmniej 104 innych, sktadajacych
sie na tto. Zbudowanie ekranu pochtaniajacego neutrina nie wchodzi w gre; zaktadajac
dla uproszczenia, ze bytby on wykonany z materii o zwyktej gestosci, musiatby

mie¢ grubos¢ odpowiadajaca co najmniej $redniej drodze swobodnej neutrina rzedu
10*® km. Ekran taki bytby wiec na tyle masywny, ze natychmiast zaczalby sie zapadaé
do czarnej dziury.

Powyzsze, raczej pesymistyczne oszacowania wykorzystuja argumenty przedstawione
przez jednego z gigantéw wspoéliczesnej fizyki, Freemana Dysona, podczas wykladu

z okazji otrzymania przez niego nagrody im. Henri Poincarégo w 2012 roku [3].
Wyniki te nie sa z pewnos$cig ostatnim stowem w ,tym temacie”, na koniec i na
pocieszenie przywolajmy zatem maksyme Artura C. Clarke’a: Kiedy powazany,

a sedziwy naukowiec twierdzi, Ze co$ jest mozliwe, prawie na pewno ma racje. Gdy
twierdzi, ze cos jest niemozliwe, prawdopodobnie sie myli.
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Informatyczny kacik olimpijski (108): Hacker Cups and Balls

W tym miesiacu oméwimy zadanie o zagadkowym tytule Hacker Cups and
Balls. Pojawilo si¢ ono na obozie w Petrozawodsku, przygotowujacym do
finaléow zawodéw ACM ICPC. Tresé opowiada o kubkach i kulkach. Jednak tak
naprawde mamy dang nieparzysta liczbe n oraz ciag A bedacy permutacja liczb
od 1 do n. Na wejsciowym ciggu A wykonano w podanej kolejnosci m operacji
sortujacych pewne przedzialy jego elementéw. Dla kazdej z operacji okreslone
jest, w jakim przedziale indekséw zostaly posortowane elementy oraz czy
zostaly posortowane rosnaco, czy tez malejaco. Musimy stwierdzié¢, jaka wartosé
znajduje sie na srodkowej pozycji w ciggu po wykonaniu wszystkich operacji.

Poczatkowo chciatoby sie symulowaé caly proces, nie
zwazajac na fakt, iz wystarczy odzyskaé tylko jeden
element ostatecznego ciagu. Jednak nie tedy droga, jesli
nie chcemy straci¢ mnostwo czasu na zaimplementowanie
rozwigzania.

WeZzmy dowolna liczbe naturalng x i zastandéwmy sie,
czy potrafimy sprawdzié¢ czy szukany srodkowy element
ciagu po m operacjach jest wigkszy niz x. Jesli uda
nam sie na pytania tego typu odpowiedzie¢ w czasie
O((n+m)logn), to za pomoca wyszukiwania binarnego
rozwiazemy cate zadanie w czasie O((n + m) log®n).

Majac dany x, zapomnijmy o doktadnych wartosciach
elementéw ciagu A. Bedziemy po kolejnych operacjach
pamietaé tylko, ktére elementy ciagu A sa wieksze niz .
Po pierwsze, zauwazmy, ze te informacje istotnie da sie
utrzymywac. Istotne jest tylko to, ile w sortowanym
przedziale jest elementéw wickszych niz z: tyle ostatnich
(pierwszych) elementéw przedzialu po posortowaniu
rosnaco (malejaco) bedzie wiekszych niz x, pozostale
natomiast beda mniejsze badz rowne x. Zakodujemy te
informacje jako ciag zer i jedynek — jedynka oznacza,

ze dany element jest wiekszy niz x. Nasze operacje
wygladaja wigc nastepujaco: sumujemy jedynki

w przedziale, a nastepnie podstawiamy na odpowiednim
jego podprzedziale jedynki, a na pozostalej czesci zera.

Istnieja rézne struktury danych, ktére pozwalaja
na zaimplementowanie takich operacji w czasie
O((n+m)logn).

Pierwszym przyktadem takiej struktury jest drzewo
przedziatowe. W danym wierzchotku drzewa pamietamy
liczbe jedynek w odpowiednim przedziale bazowym.
Wystarczy ona do okreslania w czasie O(logn) liczby
jedynek w sortowanym przedziale. Potrzebujemy
ponadto operacji podstawienia konkretnej statej na
wszystkich elementach przedziatu. Przy jej wykonywaniu,
po zaktualizowaniu wartosci w odpowiednich
przedziatach bazowych, informacje w ich potomkach
przestaja by¢ aktualne. Jednak zawsze na Sciezce

od korzenia do przedzialu bazowego z nieaktualna
wartoécia jest przedziat caly wypelniony zerami badz
caly wypelniony jedynkami.

Wystarczy wiec, ze zaimplementujemy drzewo w sposob
rekurencyjny i zawsze, gdy napotkamy przedziat
bazowy, ktory zawiera same zera badz same jedynki,
aktualizujemy wartos¢ w jego dzieciach. W przypadku
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tego konkretnego zadania implementacja tego typu
drzewa okazuje sie jeszcze prostsza niz zwykle. Nie
musimy bowiem pamig¢ta¢ zadnych dodatkowych
informacji. To, czy przedzial jest caly wypelniony zerami
badz jedynkami, mozemy sami wydedukowaé z liczby
jedynek oraz dtugosci przedziatu.

Drugim podej$ciem, byé moze prostszym ideowo, ale
wymagajacym wiecej ostroznosci przy szczegdlach
implementacyjnych, jest utrzymywanie w strukturze
set z jezyka C++ ciagu przedzialéw zer oraz jedynek.
Jedna operacja sortowania agreguje i usuwa wszystkie
przedzialy, ktore przecinaja sie z sortowanym. Nastepnie
wstawia do struktury co najwyzej cztery nowe przedziaty.
Pierwszy i ostatni zawieraja odpowiednio prefiks
pierwszego i sufiks ostatniego agregowanego przedziatu
niemodyfikowany przez sortowanie. Dwa pozostale
zawierajg odpowiedniej dtugosci przedzialy zer oraz
jedynek powstale przez sortowanie. Aby przeanalizowaé
czas dzialania, musimy zamortyzowaé¢ sumaryczny czas
usuwania elementéw. Zauwazmy, ze w trakcie dziatania
algorytmu dodamy do struktury O(n + m) przedzialéw,
wigc w sumie réwniez co najwyzej tyle usuniemy

i ostatecznie otrzymujemy zlozono$é O((n + m)logn)
na sprawdzenie jednej wartodci x.

Te dwa rozwigzania wystarczajg juz do zaliczenia
zadania w trakcie konkursu. Jednak czysto teoretycznie,
w celach edukacyjnych, zarysujmy jeszcze rozwigzanie
odzyskujace caly ostateczny ciag i to w lepszej
ztozonoéci czasowej O((n + m)logn). Pomyst bedzie
podobny do drugiej z naszych implementacji, ciag A
bedzie podzielony na przedziaty, z ktorych kazdy
bedzie jednym elementem struktury set. Kazdy z tych
przedzialéw bedzie odpowiadal monotonicznemu
fragmentowi ciggu A. Oprécz tego, jaka monotonicznosé
ma dany przedzial, bedziemy réwniez utrzymywacé
doktadny opis zbioru jego elementéw na dynamicznym
drzewie przedziatowym. Okazuje sie, ze taczenie,

a w przypadku tego zadania i dzielenie takich
dynamicznych drzew przedzialowych, nawet w dosé
bezposredni sposdb, niespodziewanie amortyzuje sie

do zadowalajacego czasu. Zachecamy Najwytrwalszych
Czytelnikow do przeanalizowania tego fenomenu.
Wiaéciwym potencjalem powinna okazac¢ si¢ sumaryczna
liczba wierzcholkéw we wszystkich dynamicznych
drzewach przedziatowych.

Marcin SMULEWICZ
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Cma Neopalpa donaldtrumpi

Od Nobla do Nobla, do Nobla...

Ponad 50 lat temu J. Watson, F. Crick i M. Wilkins (Nagroda Nobla 1962)
sformutowali hipoteze ogdlnej struktury materiatu genetycznego — DNA
— 1 hipoteza ta stala sie ugruntowana, niekwestionowana teoria.

Struktura podwdjnej helisy to spojrzeniem ,,z daleka” na czasteczke, bez
precyzowania szczegdléw budowy chemicznej. Helisa W-C-W sklada sie¢ z dwu
nici zbudowanych z nukleotydéw i kolejnos¢ ich w jednej nici jednoznacznie
okresla kolejnos¢ w drugiej, nazwanej komplementarna. Innym badaczom
odkrywcy pozostawili rozszyfrowanie kolejnosci (sekwencji) nukleotydéw

w konkretnych czasteczkach DNA. W latach 50. ubieglego stulecia bylo to
zadanie przekraczajace mozliwosci fizyki i chemii. Potrzeba byto kolejnych 20 lat
na opracowanie metod sekwencjonowania (Nagroda Nobla F. Sanger, M. Gilbert,
P. Berg; 1980) i jeszcze dalszych dziesieciu, aby rozpoczeto budowe kolejnych
generacji automatycznych przyrzadéw sekwencjonujacych coraz szybciej wybrane
fragmenty DNA.

Zaprzegnieto najdoskonalsze metody informatyczne do analizy sekwencji. Postep
byt bardzo szybki, w drugim dziesiecioleciu XXI wieku znane sa sekwencje
genomow dziesiatkow tysiecy gatunkéw bakterii, tysiecy nizszych eukariotow,
kregowcow, wérdéd nich dla nas najwazniejszego — czlowieka. Sekwencjonowanie
DNA weszlo do codziennej praktyki diagnostyki medycznej, weterynaryjnej, do
zakladow kryminalistyki, instytutéw badawczych rolnictwa, archeologii, wreszcie
stalo sie podstawa prob terapii nieptodnosci i choréb genetycznych.

Znajomo$é kodu genetycznego (Nagroda Nobla H.G. Khorana, R. Holey,

M. Nirenberg; 1968) umozliwila jednoczesne badania kodowanych przez
okre§lone genomy bialek, ich do$wiadczalne badania i poznawanie funkcji,
pozwolila na poszukiwania i odkrycia licznych indywidualnych wariantéw
genetycznych, mutacji pozytecznych i szkodliwych, skutkujacych istnieniem
wielu wersji bialek pelniacych podobne funkcje. Te odkrycia to niewyczerpana
skarbnica wiedzy o réznorodnosci $wiata zywego i podstawa do rozwoju
molekularnego ewolucjonizmu, opartego o poréwnania genéw i biatek w calej
palecie wspdlczesnych nosicieli, a takze ekstrapolacji ku poczatkom zycia. Pare
»zhalezisk” ostatnich miesigcy i tygodni ilustruje powyzsze uogdlnienia.

e Donaldowi Trumpowi systematycy zadedykowali nowo odkryty gatunek ¢my
Neopalpa donaldtrumpi w nadziei, iz popieraé¢ on bedzie (DT, nie gatunek)
ochrone $rodowiska. Podobieristwo z fryzura prezydenta uderzajace!

e W genomie wspdlczesnych pséow zidentyfikowano region analogiczny do
ludzkiego, ktory czyni si¢ odpowiedzialnym za tworzenie przez osobnika
przyjaznych wiezi z otoczeniem. Taki uklad genéw nie wystepuje u wilkéw — to
mutacje uczynily psa naszym najlepszym przyjacielem.

e 7Z badan fizjologicznych ponad 150 tysiecy Europejczykéw, ktérym sprawdzano
sitle miesni, udalo sie zidentyfikowaé¢ u tych najsilniejszych 16 wspo6lnych
sekwencji genowych. Czyzby byl to poczatek genetycznych badan predyspozycji
kandydata do uprawiania okre$lonych sportéw?

e Wykopaliska archeologiczne cmentarza w okolicach bizantyjskiej Troi
ujawnity szkielet kobiety w ciazy, ktora zapewne zmarta w wyniku zakazen
dwiema odnalezionymi tam bakteriami (odzyskano charakterystyczne geny
Staphylococcus saprophyticus i Gardenerella vaginalis).

e I wreszcie jedna z odkrywezyn zjawiska CRISPR/cas, Jennifer Doudna

(moja kandydatka na Nagrode Nobla 2017), znalazla gen wirusa bakterii
Listeria, ktéry wprowadzony do komorki ludzkiej koduje mate biatko regulujace
intensywno$¢ procesu CRISPR/cas (kontrolowane modyfikacje genéw), a nawet
moze go wylaczyé. Nadzieje wiazane z przysztoscig terapii CRISPR czynia taki
w(y)lacznik niezwykle uzytecznym.

Magdalena FIKUS
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Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan: 31 XII 2017
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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do konca miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwigzania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyltaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadnoscig do 0,1. Oceng¢ mnozymy przez wspotczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji

(M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44,

a nadwyzka punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytut
Weterana. Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje sig

na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 644, 645
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

644. Pélwalec o promieniu R umocowany jest na poziomej plaszczyznie (rys. 1).
Jednorodny cienki pret o dtugosci 2R opiera si¢ na walcu w potowie swojej
dtugosci, a jego dolny koniec A jest unieruchomiony. Po oswobodzeniu pret
zeslizguje si¢ z walca. Nie ma tarcia. Jaka bedzie predkosé gérnego konca preta
B w chwili, gdy zetknie sie on z powierzchnia walca?

645. Oszacowad, jaka czesé ciepla parowania wody zuzywana jest na zwigkszenie
jej energii wewnetrznej przy temperaturze T = 373 K? Cieplo parowania wody
wynosi ¢ = 2,3 -10% J/kg.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 6/2017

Przypominamy tres¢ zadan:

640. Do wahadla matematycznego AB (rys. 2) o masie M przyczepione jest wahadlo matematyczne
BC o masie m. Punkt zawieszenia A tego wahadla podwéjnego drga harmonicznie wzdtuz linii
poziomej z czestoscia w 1 mala amplituda. Znalezé dtugo$é nici dolnego wahadta, jezeli gérna nié
przez caly czas pozostaje pionowa.

641. Gumowy kabel ma wspdtczynnik sprezystosdci k, mase m i dlugosé I. Okrag zrobiony z tego
kabla obraca sie z predkoscig katowa w w plaszczyznie poziomej wokél osi pionowej, przechodzacej
przez $rodek okregu. Wyznaczy¢ promien obracajgcego sie pierscienia.

640. Jezeli gorna ni¢ zachowuje przez caly czas kierunek pionowy, to wszystkie sity
zewnetrzne dziatajace na uktad, czyli sita cigzkosci i sita naciagu gérnej nici, sa
pionowe. Wynika stad, ze $rodek masy S uktadu nie przemieszcza sie¢ w kierunku
poziomym (rys. 3), a kulki w kazdej chwili poruszaja sie w kierunkach przeciwnych.
Stosunek ich przyspieszen w kierunku poziomym wynosi az/a1 = m/M. Oznaczmy
szukang dtugosé dolnej nici przez [, a odlegtos¢ dolnej kulki od $érodka masy przez d.
Z rysunku 3 widaé, ze az/a1 = (I — d)/d. Z poréwnania wzoréw na stosunki przyspieszen
otrzymujemy d = IM/(M + m). Poniewaz amplituda drganin punktu A jest mala,
przemieszczenia §rodka masy uktadu w kierunku pionowym réwniez sg mate i dolna
kulka zachowuje si¢ w przyblizeniu jak wahadlo matematyczne o dtugosci d zawieszone
w nieruchomym punkcie S. Czestosé drgan tego wahadla jest taka sama jak czesto$é
drgani punktu A i wynosi w = y/g/d. Stad dolna ni¢ ma dtugosé

_g(l4+m/M)

w? ’
641. Oznaczmy promien obracajacego sie okregu przez R. Rozwazmy maly element
tego okregu o dtugosci AL. Jego masa to Am = mAL/L, gdzie L = 2w R. Na wydzielony
element na jego koncach dzialaja dwie sity naprezenia T', skierowane stycznie do okregu
(rys. 4). Ich wypadkowa F' = 2T sin(a/2) nadaje rozwazanemu elementowi przyspieszenie
do$rodkowe a = w?R. Réwnanie ruchu tego elementu ma postaé

l

2
a  w'RmAL
2Tsin - = ———.
sin o T
Sila naprezenia kabla dana jest wzorem T = k(27 R — ). Uwzgledniajac, ze kat « jest
maly, czyli a o AL
MY T2 T R
otrzymujemy szukany promien obracajacego si¢ okregu:
lk
R =27

Am2k — mw?’
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Termin nadsyltania rozwigzan: 31 XII 2017

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan
737 (WT =2,89) i 738 (WT =
z numeru 3/2017

Adam Dzedzej Gdansk
Jerzy Cisto Wroctaw
Patryk Jadniewski Gdansk
Marcin Matlogrosz Warszawa
Roksana Stowik Knuréw
Franciszek S. Sikorski Warszawa
Janusz Olszewski Warszawa
Marcin Kasperski Warszawa
Krzysztof Maziarz Krakéw

zadan
1,21)

43,22
41,85
40,94
40,86
40,36
39,71
39,15
37,67
37,45

Gromadne mijanie ,,44” zapowiada sie

niebawem. . .

Zadania z matematyki nr 747, 748
Redaguje Marcin E. KUCZMA

747. Funkcja f, o wartosciach rzeczywistych, jest okre$lona, wypukita
i rézniczkowalna na zbiorze wszystkich liczb dodatnich; przy tym |f/(n?)| > 1/n?
dlan=1,23,.... Udowodni¢, ze funkcja f jest nieograniczona.

748. Czy mozna w pola tablicy o rozmiarach 8 x 8 wpisa¢ liczby —1, 0, 1

(w kazde pole jedna liczbe) tak, by sumy liczb w wierszach oraz sumy liczb

w kolumnach utworzyty uktad 16 réznych wartosci? Czy odpowiedz zmieni sie,
gdy bedziemy rozwazali tablice 14 x 14 (i wymagali 28 réznych wartosci)?

Zadanie 748 zaproponowal pan Piotr Wisniewski z Warszawy
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 6/2017

Przypominamy tres¢ zadan:
743. W zbiorze liczb rzeczywistych réznych od zera okreslamy dziatanie: =0y = (z/y) + (y/x).
Niech a, b, ¢, d beda liczbami, spelniajacymi réwnanie

(adb) + (b0c) + (c&d) + (dQa) = (ae) + (b0d) + ((ac)P(bd)) + 2.

Czy a, b, ¢, d moga by¢ czterema réznymi liczbami? Czy moga by¢ wérdd nich trzy rézne liczby?

744. Dana jest liczba calkowita k& > 2. Niech M bedzie takim zbiorem dodatnich liczb calkowitych,
ze dla kazdej pary réznych liczb m,n € M zachodzi nieréwno$é¢ mn < k72|m —n|. Wykazaé, ze
zbiorze M jest nie wiecej niz 2k — 1 liczb. Czy dla kazdej liczby k > 2 istnieje (2k—1)-elementowy
zbiér M o podanej wtasnosci?
743. Niech L(a,b,c,d) oznacza lewa strone podanego réwnania, pomnozona
przez abed, i niech P(a,b, ¢, d) oznacza prawg strong tego réwnania, pomnozona
przez abed. Sa to wielomiany czterech zmiennych, jednorodne, czwartego stopnia.
Skontrolujmy ich wartosci, gdy np. ¢ = d:
a?+v* b2+ P a’+¢c? 5
+ +24 abc® =
ab be ac
= (a® +b*)c® 4 (b% + *)ac + 2abc* + (a* + ¢*)be;

<(l2+62 +b2+02 a202+b262

L(a7 b? c7 C)

P(a,b,c,c) =
(2,5, ¢,¢) ac be abc?
= (a® + )b+ (b* + ?)ac+ (a*c® + b*?) + 2abc?;
te wartosci sa réwne. To znaczy, ze wielomian F' = P — L dzieli sie przez
dwumian (¢ — d). Analogicznie (wobec niezmienniczosci przy cyklicznym
przesunieciu zmiennych) dzieli sie przez dwumiany (d — a), (a —b), (b — ¢). Stad
wniosek, ze dzieli sie przez iloczyn tych dwumianéw, a iloraz jest pewna stala.
Biorac dowolne rézne liczby a, b, ¢, d, stwierdzamy, ze ta stata to 1. Tak wiec

F(a,b,c,d) = (a—0b)(b—c)(c—d)(d—a)
(oczywiscie mozna bylo te tozsamoséé sprawdzi¢ wprost, podstawiajac wyrazenie
okreflajace rozwazane dzialanie, przenoszac wszystko na jedna strone
i pracowicie przeksztalcajac).

+ 2) abc® =

Dane w zadaniu réwnanie F(a,b,c,d) = 0 nie jest spelnione dla zadnej czwérki
réznych liczb a, b, ¢, d, jest zas spelnione dla wielu czwérek utworzonych z trzech
réznych liczb (z jednym powtérzeniem).

744. Podany warunek przepisujemy réwnowaznie Odpowiedz na drugie pytanie z zadania jest przeczaca:
jako [m~! —n~! > k~2. Niech K bedzie zbiorem na przyktad dla £ = 9 nie istnieje 17-elementowy
odwrotnoéci wszystkich liczb za zbioru M. Dowolne dwa  zbiér M o podanej wlasnoéci. Jak w przypadku ogdlnym,

elementy zbioru K sa wiec oddalone o co najmniej 1/k%. zauwazamy, ze w kazdym z przedziatéw (0, é], (8—11, %],

Zatem w kazdym sposréd k przedzialéw (&, 2] moze by¢ tylko jeden element zbioru K. Dalej,
(0 1} (1 2 ] (2 3 ] <k -1 k } odwrotnoéci liczb naturalnych, lezace w przedziale (- 575 é]

T2 k2 k2| k27 k2|’ ’ k2 k2 rozbijamy na pie¢ podzbioréw:

moze by¢ co najwyzej jeden element zbioru K. Pozostale {%,. .-,%} {%,-- ) 16} {15, 11 13} {127 11} {10, 9}

liczby dodatnie tworza przedzial (1/k,00), w ktérym sa  — kazdy z nich ma $rednice mniejsza niz g, wiec zawiera

jedynie odwrotnosci liczb naturalnych 1,2,...,k—1. To  co navayzeJ Jeden element zbioru K. No i zostaja jeszcze

pokazuje, ze zbiér K (wiec i zbiér M) moze liczyé¢ co utamki 3 7, ..., 3, 1. Licznoé¢ zbioru K (wiec i M) nie

najwyzej 2k — 1 elementow.

przekracza 3 4 5 + 8, czyli 16.
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Jednym z klasycznych przyktadéw
obszaréw, w ktérych wcigz pojawiajg si¢
nowe gwiazdy, jest Wielka Mglawica

w Orionie (znana réwniez jako

Messier 42), odlegta od Ziemi o okoto
1340 lat $wietlnych.

Astronomiczna tablica Mendelejewa jest
w pierwszym przyblizeniu niezwykle
prosta: Wszechswiat sklada sie z wodoru,
helu i pierwiastkéw ciezszych, czyli
,metali”. Im wiecej ,metali” w materii
gwiazdy, tym wigcej charakterystycznych
czestotliwosdci zwigzanych ze stanami
energetycznymi elektronéw, przy ktorych
nastepuje absorpcja promieniowania (linii
absorpcyjnych). Absorpcja zwigksza
nieprzezroczysto$é materii: powoduje
silniejsze oddzialywanie promieniowania
z materia, czyli mocniejszy ,wiatr
gwiazdowy”, a wigc zwiekszenie ilosci
materii wywiewanej z gwiazdy przez jej
wlasne promieniowanie.

Prosto z nieba: O zdmuchiwaniu dyskow

Gwiazdy o réznych masach i rozmiarach powstaja w podobny sposéb w gestych
od gazu i pylu obszarach gwiazdotworczych. Narodziny gwiazdy poprzedza
zapadnigcie sie pod wplywem wlasnej grawitacji chmury sktadajacej si¢ gtéwnie
ze zjonizowanego wodoru, czemu towarzyszy wzrost gestosci chmury oraz
przemiana grawitacyjnej energii potencjalnej w energie termiczna (rozgrzanie sie
materii). Po przekroczeniu krytycznej wartoéci temperatury rozpoczyna sie fuzja
jadrowa i nowo narodzona gwiazda zaczyna Swieci¢, powstrzymujac cidnieniem
wlasnego promieniowania dalsze zapadanie sie.

W zaleznosci od tego, jak masywna jest gwiazda i z czego si¢ sktada,
promieniowanie prowadzi do utraty mniejszej lub wigkszej cze$ci masy gwiazdy.
Jasnos$¢ gwiazdy ma duzy wplyw na warunki, w ktérych powstaja (lub nie)
protoplanety. Nowo powstala gwiazde otaczaja bowiem pozostalosci pierwotnej
chmury (dysk gestego gazu i pylu), z ktérego w procesie podobnym jak sama
gwiazda wytaniaja sie w sprzyjajacych okolicznosciach samograwitujace zgestki,
czyli zaczatki planet.

Wiadomo, ze czesci protoplanetarnego dysku, znajdujace si¢ zbyt blisko
masywnej (co jednoczednie oznacza: jasnej) gwiazdy, ,odparowuja” pod
wplywem promieniowania w przestrzen miedzygwiazdowa, jak réwniez, ze
istnieja przypadki protoplanetarnej kontroli urodzin, gdy pobliska jasna gwiazda
,zdmuchuje” dysk otaczajacy gwiazde mniej jasna, uniemozliwiajac powstanie
planet.

Niedawne obserwacje udoskonalaja nasza wiedz¢ na temat najwczesniejszych
etapéw powstawania uktadéw planetarnych wokél niewielkich gwiazd
podobnych do Storica. Gwiazda IM Lupi (typ spektralny MO, jasno$é prawie
dwukrotnie wigksza od stonecznej, temperatura 3900 K), znajdujaca sie

w gwiazdozbiorze Wilka, ma obecnie calkiem spory dysk o promieniu

400 jednostek astronomicznych (orbita Plutona to okolo 40 j.a.). Moc
promieniowania IM Lupi jest rzedy wielko$ci mniejsza w poréwnaniu do gwiazd,
wokoét ktérych obserwuje sie znikajace dyski, dlatego z zainteresowaniem
przyjeto obserwacje rozciagtego halo rozproszonej wokét niej materii.
Pochodzenie halo jest naturalne: dysk rozciagal sie kiedys o wiele dalej, nawet
do 700 j.a., gdzie stosunkowo stabe promieniowanie gwiazdy z tatwoscia

radzilo sobie z silg grawitacyjna wiazaca gaz w dysku. IM Lupi ma okolo

1 miliona lat; wedtug szacunkéw w czasie zycia dysku, ktory oblicza sie na okoto
10 milionéw lat, zdmuchnie okoto 3000 Mg materii. W tym czasie w gestszych
czesciach dysku, w odlegtosciach bardziej zblizonych do obserwowanych

w Uktadzie Stonecznym, beda powstawaé planety.
Michat BEJGER

Niebo w pazdzierniku

Pazdziernik to juz pelnia jesieni, gdzie noce sa wyraznie dtuzsze od dni. Sa
réwniez coraz chlodniejsze, zwlaszcza w czasie rozpogodzen i coraz czesciej
pochmurne lub zamglone, przez co liczba godzin, ktére mozna poswigcié

na obserwowanie nieba, nie jest taka duza, jak moglaby by¢, gdyby pogoda
przypominata te letnia. Podobnie jak we wrzesniu, w tym miesiacu silny blask
Ksiezyca przeszkodzi w obserwacjach innych ciat niebieskich na poczatku
miesiaca, gdyz pelnia Srebrnego Globu przypada 5 pazdziernika, 7 dni péZniej
Ksiezyc przejdzie przez ostatnia kwadre, 19 pazdziernika — przez néw, natomiast
27 pazdziernika — przez pierwsza kwadre. Nachylenie ekliptyki do porannego
widnokregu jest nadal bardzo duze, zatem Ksiezyc miedzy ostatniag kwadra

a nowiem oraz widoczne rano przebywajace blisko Stonca planety beda widoczne
dobrze, tak samo, jak tzw. $wiatto popielate Ksigzyca, czyli jego nocna czesé,
oswietlona swiattem stonecznym, odbitym od powierzchni Ziemi. Tym razem
rowniez Europa ma pecha do spotkan Ksiezyca z jasnymi gwiazdami oraz
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planetami Ukladu Stonecznego. Naturalny satelita
Ziemi dwukrotnie zakryje w pazdzierniku Neptuna,

3 1 30 dnia tego miesiaca (w fazach odpowiednio

okolo 90 i 70%), lecz za kazdym razem zjawisko

da si¢ obserwowad z potkuli potudniowej: najpierw

z Nowej Zelandii, Tasmanii i Antarktydy, z zakryciem
brzegowym, widocznym z okolic Wysp Fidzi, Nowej
Kaledonii oraz potudniowo-wschodnich wybrzezy
Australii; drugie zakrycie réwniez bedzie widoczne

z Antarktydy, poza tym z RPA oraz poludniowego
Madagaskaru. 6 pazdziernika Ksigzyc dzienn po pelni
spotka sie z Uranem, mijajac te planete w odlegtosci 5°.
9 pazdziernika Ksiezyc przejdzie przez Hiady. Sekwencja
zakry¢ gwiazd tej gromady otwartej zacznie sie¢ od
zakrycia gwiazdy v Tauri, juz po zachodzie Srebrnego
Globu w Europie. Zjawisko bedzie widoczne z USA

i Kanady. Natomiast koniec sekwencji nastapi

wraz z zakryciem Aldebarana, co da sie dostrzec ze
wschodniej Azji. Gdy Ksiezyc pojawi sie na polskim
niebie, znajdzie sie juz prawie 1° na wschéd od
Aldebarana i jednoczesnie niecate 0,5 stopnia (brzeg
tarczy tylko 12") na pélnoc od pary gwiazd piatej
wielkosci o1 i 02 Tauri, z tarcza o$wietlong w 79%.

15 pazdziernika Srebrny Glob kilka dni przed nowiem,
w fazie 19%, zakryje Regulusa, czyli najjasniejsza
gwiazde Lwa. Zakrycie bedzie widoczne z USA, Meksyku
i na Karaibach, natomiast w Polsce o $wicie Ksiezyc
zblizy sie do Regulusa na 3°, o godzinie 14 mijajac go

w odleglosci 40", 17 i 18 pazdziernika bardzo juz cienki
sierp Ksiezyca spotka sie z dwiema planetami Ukladu
Stonecznego. Najpierw bedzie to Mars, do ktérego
Ksiezyc w fazie 7% zblizy sie na naszym niebie na 3°.
Dobe po6zniej Srebrny Glob, majac tarcze o$wietlona

w 3%, spotka si¢ z planetag Wenus. Oba ciata Ukladu
Stonecznego przedzieli dystans nieco wigkszy od 2°. Tego
ranka Ksiezycowi do nowiu zabraknie jedynie 38 godzin.
Po nowiu Ksigzyc spotka si¢ jeszcze z Saturnem.
Wieczorem 24 pazdziernika oba ciata niebieskie znajda
sie okoto 3° od siebie, za$ ksiezycowa tarcza pokaze sierp
w fazie 21%.

W poprzednim akapicie nie pojawily sie planety
Merkury i Jowisz. Powdd jest prosty: obie planety
sa w pazdzierniku niewidoczne. Pierwsza z planet
8 pazdziernika przejdzie przez koniunkcje gérna
ze Sloncem, mijajac nasza Gwiazde Dzienna 1° na
pénoc. Potem przejdzie na niebo wieczorne, dazac

do maksymalnej elongacji wschodniej 24 listopada.
Jednak o tej porze doby ekliptyka jesienia jest nachylona
niekorzystnie, dodatkowo Merkury znajdzie sie z naszej
perspektywy pod ekliptyka, co sprawi, ze planeta przez
caly ten okres bedzie niewidoczna z duzych péinocnych
szerokosci geograficznych, mimo catkiem sporego
oddalenia od Storica (w dniu maksymalnej elongacji —
prawie 22°, czyli wigcej niz podczas dobrej widocznosci
porannej we wrzesniu czy wieczornej na wiosne). Jowisz
swoja koniunkcje gérna ze Storicem ma zaplanowana

na 26 pazdziernika, mijajac je takze w odleglosci 1°,

i rowniez jest przez caly miesiac niewidoczny. Jednak juz
w drugiej dekadzie listopada, 3 tygodnie po koniunkcji,
zacznie on pojawiaé sie na porannym niebie, gdzie m.in.
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czeka go bliskie spotkanie z planeta Wenus, ale wiecej
o tym napisze nastepnym razem.

7 pozostalych planet: Neptun jest miesiac po opozycji,
za$ Uran przejdzie przez opozycje 19 pazdziernika,

stad obie planety mozna obserwowaé przez cala noc.
Neptun w polowie miesigca minie §wiecaca z jasnoscia,
obserwowang +3,7"™ gwiazde A Aquarii w odlegtosci 33,
sam Swiecac blaskiem o 4 mniejszym. Planeta Uran
$wieci blaskiem +5,7™ i w trakcie miesiaca zwigkszy
odleglo$é¢ od gwiazdy o Psc do ponad 2°. Saturna mozna
obserwowaé wieczorem na tle gwiazdozbioru Wezownika,
stale dazacego do koniunkcji gérnej ze Storicem pod
koniec grudnia. W pazdzierniku Saturn zmniejszy

swoj blask do 0,5™, za$ érednica jego tarczy spadnie

do 15”. Na poczatku miesigca planeta okolo godz. 20
$wieci na wysokosci 7° nad potudniowo-zachodnim
widnokregiem, na jego koncu bedzie w tym momencie
chowaé sie za widnokrag. Planety Wenus i Mars czeka
bliskie spotkanie w dniach 5 i 6 pazdziernika, gdy ming
si¢ w odleglosci 20'. W poblizu znajdzie si¢ gwiazda
czwartej wielkosci o Leonis. Do konca miesiaca obie
planety przejda do gwiazdozbioru Panny. Z tym, ze
Wenus dotrze prawie do Spiki, najjasniejszej gwiazdy
tej konstelacji, natomiast Mars minie tylko gwiazdy

B imn Vir. Przez caly miesigc jasno$¢ Marsa wynosi¢
bedzie 41,8 wielkosci gwiazdowej, a jego tarcza osiagnie
rozmiar 4”. Jasno$é Wenus tez bedzie prawie stala,
—3,9™, przy $rednicy tarczy okoto 10” i fazie coraz
bardziej zblizajacej sie do pelni. 31 pazdziernika wyniesie
ona 96%.

W pazdzierniku wystapia dwa dos¢ obfite roje meteordw.
Pierwszym z nich sa Drakonidy, promieniujace

od 6 do 10 pazdziernika, z maksimum 8 dnia tego
miesigca. W tym roku w obserwacjach tego roju bedzie
przeszkadzal Ksiezyc w fazie 3 dni po pelni, stad nie
nalezy spodziewaé si¢ wielu zjawisk. Drugim rojem

sa Orionidy, promieniujace od 2 pazdziernika do 7
listopada, z maksimum w okolicach 21 pazdziernika.

W tym przypadku Ksiezyc bedzie w nowiu, zatem
powinny by¢ one widoczne bardzo dobrze. Radiant roju

“znajduje sie nieco ponad 4° na zachéd od Alheny, v Gem

i wschodzi po godzinie 21, gérujac przed 5 rano, na
wysokosci ponad 50°. Sa to szybkie meteory, zderzaja sie
z naszg atmosfera z predkoscia 66 km/s. W maksimum
mozna spodziewac si¢ ponad 20 meteoréw na godzine.

Nie nalezy zapominaé¢ o gwiazdach zmiennych.
Szczegblnie warta polecenia jest miryda y Cygni, ktéra
zmienia jasno$¢ od ponad 4 do 13,5, z okresem 408 dni.
W tym roku maksimum jej blasku spodziewane jest

w okolicach 24 pazdziernika i jedli jej maksimum bedzie
naleze¢ do tych jasniejszych, na kilkanascie tygodni
wyraznie zmieni si¢ ksztalt gwiazdozbioru Labedzia,
gdyz w jego szyi, miedzy gwiazdami 7 (jasnos$é¢ +3,9™)
a 8 (+3™) Cygni, pojawi sie dodatkowa gwiazda,

2,5 stopnia na poludnie od pierwszej z nich. x Cyg
géruje okoto godz. 19:15 na wysokosci okoto 70° i do
prawie 5 rano jest bardzo dobrze widoczna po zachodniej
stronie nieba.

Ariel MAJCHER



Aktualnosci (nie tylko) fizyczne

Napiecie powierzchniowe jezyka

Zastosowanie modelowania wzorowanego na fizyce statystycznej do opisu szeroko
rozumianych interakcji miedzyludzkich jest ograniczone tylko pomystowoscia
badaczy oraz dostepno$cia danych [1]. Jedna z dziedzin, w ktérej otrzymano
ciekawe wyniki, jest jezykoznawstwo.

W niedawno opublikowanej pracy [2] autor przekonuje o podobieristwie
tworzenia sie domen ferromagnetyka czy baniek mydlanych do ksztaltowania
sie obszaréw, w ktorych wystepuje dana odmiana wymowy — dialekt, gwara.

Proponowany model jest, z zalozenia, bardzo prosty.
Wrystarczy przyjac, ze ludzie rozmawiaja gtéwnie z tymi,
ktorych spotykaja, czyli z tymi, ktorzy mieszkaja
niedaleko (okoto 10-20 km). Jezeli mieszkaja blisko
jakiego$ skupiska (miasta), to czedciej spotykaja jego
mieszkancéw niz ludzi z zewnatrz, poniewaz czesciej
trafiaja na tych pierwszych, ktérzy mieszkaja ., gesciej”.

Odmiany wymowy sa reprezentowane poprzez tzw.
zmienne lingwistyczne, ktére przyjmuja tyle wartosci,
ile jest odmian (dwuwarto$ciowa taka zmienna moze
mie¢ np. wartosé ,,0” dla wymowy ,zycie” oraz ,,1” dla
Szycie”).

W zaproponowanym (najprostszym) podejsciu ewolucje
przestrzennego rozkladu kazdej takiej zmiennej
rozpatruje si¢ osobno. Jest ona zwiazana z zalozonym
podporzadkowywaniem si¢ sposobowi méwienia, z jakim
dana jednostka sie spotyka, potaczonym z wyktadniczym
zapominaniem. Jak tatwo wykazac¢, prowadzi to po
prostu do dyfuzji, skutkujacej (po odpowiednio dlugim
czasie) przestrzennym wymieszaniem si¢ wszystkich
wariantow w proporcjach odpowiadajacych poczatkowej
czestosci wystepowania danej odmiany (co odpowiada
zasadzie zachowania masy). Natomiast po uwzglednieniu
czynnika losowego prowadzi do ujednolicenia danej
zmienne;j.

Wedlug autora publikacji [1] ani jedno, ani drugie nie
odpowiada rzeczywistosci, w ktorej wystepuje regionalne
zroznicowanie wymowy potocznej. Pojawia si¢ ono,
jezeli zalozy sie odpowiedz nieliniowa, tzn. przyjmie
sie, ze prawdopodobienistwo uzycia danego wariantu
wymowy nie jest po prostu proporcjonalne do frakcji
przypadkéw zetkniecia sie z nim w przesztosci, lecz do
tej frakeji podniesionej do pewnego wigckszego od jeden
wyktadnika. Jest to sposéb ilodciowego ujecia tendencji
wybierania najczesciej styszanego wariantu wymowy

z prawdopodobienstwem wiekszym od wzglednej
czestosei stykania si¢ z nim.

Model jest rzeczywiscie bardzo prosty, ale daje

bardzo ciekawe wyniki. Okazuje sig, ze, praktycznie
niezaleznie od poczatkowego stanu uzyskuje sie

domeny, w ktérych dominuje jaki$ lokalny dialekt, a ich
rozklad przestrzenny zalezy tylko od rozktadu gestosci
zaludnienia oraz ksztaltu granic badanego (izolowanego)
obszaru.

W jezykoznawstwie granice miedzy dwoma dialektami
nazywa sie izoglosa. Ewolucja symulowanych zgodnie
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z prezentowanym modelem izoglos prowadzi do
uzyskania stabilnej formacji podobnej do piany. W jej
trakcie izoglosy opisujace poszczegdlne zmienne
lingwistyczne grupuja sie w wiazki. Proces ten jest
zdominowany przez trzy efekty. Prostowanie si¢ izoglos
(minimalizacja energii napiecia ,blony”), wypychanie
izoglos na zewnatrz skupisk (formowanie sie ,,banki”

o tym wiekszym rozmiarze, im wigksze jest ,cinienie
populacji”), wedrowanie punktu styku izoglosy i granicy
obszaru do miejsca, w ktérym katy miedzy izoglosa

a granicg sg takie same po obu stronach izoglosy
(izoglosy ukladaja sie prostopadle do granicy lub
szaczepiaja” o jej zalamanie).

Model ten zostal przetestowany na kilku przyktadach.
Jednym z nich bylo odtworzenie rozktadu domen
jezykowych Anglii. Przestrzenny rozklad gestosci
zaludnienia zostal uzyskany poprzez lekkie rozmycie
danych z angielskich urzedéw pocztowych. Cho¢ jezyk
ksztaltowal si¢ przez co najmniej kilkaset lat, to,

w opinii autora, obecny rozklad wzglednej gestosci
zaludnienia Anglii jest dobrym przyblizeniem jego
przeszlych stanéw. Okazalo sie, ze wysymulowany
rozklad domen jest bardzo podobny do rozkladu
wyznaczonego przez jezykoznawcow. W szezegdlnosei
wyraznie zarysowuje sie izoglosa biegnaca od przejscia
rzeki Severn w Kanal Bristolski (oddzielajacy Anglie
od Walii) do ujscia rzeki Welland do zatoki Wash

na wschodnim wybrzezu (rzeka jest granica miedzy
samodzielnym okregiem (ang. borough) Bostonu

a dystryktem South Holland, oba w hrabstwie
Lincolnshire). Jest to linia laczaca dwa wyrazne wciecia
Wielkiej Brytanii.

7 innych przewidywan modelu warto odnotowac
jezykowy podzial podtugowatych obszaréw na
poprzeczne pasy (np. Laponia, Japonia), generowanie
waskich wachlarzowatych domen przez blisko lezace
duze miasta, liczbe dialektow na wyspach z jednym
lub kilkoma duzymi miastami. Za kazdym razem
podobienstwo obserwowanych domen jezykowych jest
zadziwiajaco podobne do wynikéw symulacji w ramach
omawianego modelu.

Ciekawe, za co jeszcze wezmay sie fizycy statystyczni.

Piotr ZALEWSKI

[1] C. Castellano, S. Fortunato, V. Loreto, Statistical Physics of Social
Dynamics, Rev. Mod. Phys. 81, 591 (2009).

[2] J. Burridge, Spatial Evolution of Human Dialects, Phys. Rev. X 7,
031008 (2017), DOI:10.1103/PhysRevX.7.031008
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Kto da mniej?
Joanna JASZUNSKA

Prezentujemy kilka zadan wraz z ,rozwiazaniami” i... lepszymi rozwiazaniami.

1. Ztosdliwy czarodziej rzucil urok na jedna z 1000 beczek z winem — po wypiciu
cho¢by kropli kazdy zzielenieje w ciaggu doby. Codziennie rano dysponujemy
dokladnie 10 dzielnymi (i niezielonymi) rycerzami gotowymi poniesé ryzyko. Ile dni
potrzeba, aby wykry¢ zaczarowana beczke?

2. Mamy 10 workéw z monetami. W jednym z nich wszystkie monety sa falszywe,
w pozostaltych zas wszystkie sa prawdziwe. Prawdziwa moneta wazy 10 gramow,

a falszywa 11. Ile wazen na wadze elektronicznej trzeba wykonaé¢, aby wykry¢ worek
z falszywymi monetami?

3. Jas i Malgosia maja pozmywac, odkurzy¢ i zrobi¢ pranie. Kazda z tych czynnoéci

moze wykonywaé jednoczesnie tylko jedna osoba i kazda zajmie jednej osobie
godzine. Ile co najmniej czasu zajmie im cale sprzatanie?

4. Mamy trzy zamkniete pudetka. W jednym sa dwie niebieskie kulki, w jednym
dwie czerwone, a w jednym — niebieska i czerwona. Na pudelka naklejono etykiety:
2N, 2C, NC, ale na zadnym pudelku nie znalazla sie wlasciwa etykieta. Ile kulek
trzeba obejrze¢, by méc uporzadkowaé etykiety?

5. Cztery osoby chca przejsé przez dziurawy most po ciemku. Maja do dyspozycji
jedna latarke, nikt nie moze i$¢ bez niej, z powrotem zawsze kto$§ musi ja przenosic.
Wspdlnie przez most moga i8¢ najwyzej dwie osoby i ida wtedy w tempie wolniejszej
z nich. Pierwszej osobie pokonanie mostu zajmie 10 minut, drugiej 5, trzeciej 2,

a czwartej 1 minute. W jakim najkrétszym czasie wszystkie te osoby sa w stanie
przedostaé sie przez most?

»Rozwigzania”

R1. 3 dni: pierwszego dnia kazdy rycerz pije z innych 100 beczek; jeden zzielenieje.
Drugiego dnia kazdy rycerz pije z 10 podejrzanych beczek, trzeciego kazdy z jednej.

R2. 4 wazenia: najpierw wazymy jednocze$nie 5 monet z 5 réznych workdéw i tym
sposobem zawezamy grupe podejrzanych workéw do 5. Nastepnie wazymy razem
2 monety z 2 sposrod nich — zostaja 2 lub 3 podejrzane worki. Dalej wystarczy
zwazy¢ pojedynczo jedna lub dwie monety.

R3. 2 godziny: Jas robi dwie z rzeczy, a Malgosia trzecia.

R4. 3 kulki: jedna z pudetka NC, w ktérym musza by¢ dwie identyczne kulki
(bo wiadomo, ze etykieta jest zla), wige wystarczy sprawdzié¢ kolor jednej z nich.
Dodatkowo obie kulki z ktéregos z pozostalych pudelek.

R5. 19 minut: najszybsza osoba po kolei przeprowadza kazda z pozostatych.

Rozwigzania

R1. 1 dzien: numerujemy beczki w systemie dwéjkowym,
czyli kazdej przypisujemy inny 10-cyfrowy ciag 0 i 1.

Da sie to zrobi¢, bo takich ciagéw jest 219 = 1024 > 1000
(na kazdym z 10 miejsc stoi 0 albo 1).

Kazdy rycerz pije z tych i tylko tych beczek, ktérych
numery maja cyfre 1 na jego miejscu, czyli np. z beczki
podpisanej 0100010010 pija rycerze numer 2, 6 i 9 (zatem
7z kazdej beczki pije inny podzbidr rycerzy).

Po dobie odczytujemy numer zaczarowanej beczki

z kolorow rycerzy: jesli np. zzielenieli rycerze 2, 61 9, to
zaczarowana jest jedyna beczka, z ktorej pili oni i tylko oni,
a wigc beczka numer 0100010010. O

R2. 1 wazenie: wazymy razem 45 monet — 1 z worka nr 1,
2 z worka nr 2,...,9 z worka nr 9. Jesli sa prawdziwe,
waza tacznie 450 gramow. Ostatnia cyfra wyniku wskazuje
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numer worka z falszywymi monetami, gdyz kazda falszywa
moneta wazy o 1 gram za duzo. [J

R3. 1,5 godziny: Jas pdét godziny zmywa, a nastepnie
odkurza przez godzine. Malgosia najpierw przez godzine
robi pranie, a potem w pél godziny konczy zmywanie.

Szybciej sie nie da — do wykonania sa trzy godziny pracy

na dwie osoby. [

RA4. 1 kulka: z pudelka NC; zalézmy, ze jest niebieska,
czyli w tym pudetku sa dwie niebieskie kulki. W pudetku
2C nie moga by¢ dwie niebieskie kulki (bo sa juz gdzie
indziej) ani dwie czerwone (bo na etykiecie jest 2C). Zatem
sa w nim dwie rézne kulki, a dwie czerwone kulki sa

w pudetku 2N.

0 kulek nie wystarczy — sa dwa mozliwe uklady etykiet,
w pudetku NC moga by¢ dwie czerwone kulki. [

R5. 17 minut (rozwigzanie opisano w deltoidzie 11/2014).



