Migawka informatyczna

Algorytmy strumieniowe

W dzisiejszym $wiecie cyfrowym mamy do czynienia

z olbrzymia iloécia danych, wielu Czytelnikéw styszato
zapewne modne ostatnio hasto ,,Big Data”. I trzeba

sobie z tym radzi¢, a problemy moga pojawiaé si¢

w nieoczekiwanych miejscach. Przyzwyczajeni jestedmy

do mysélenia, ze programy maja pewne dane na wejsciu

i te dane sa tam na stale, program moze je w dowolnym
momencie przeczyta¢. Czasami jednak nie do konca przystaje
to do rzeczywistosci. Wyobrazmy sobie, ze analizujemy
kamere online, ktéra transmituje obraz 24 godziny na dobe
i chcemy po miesiacu wydoby¢ pewne statystyki z tego,

co nagrata. Mozemy, oczywiscie, zapisa¢ cato$¢ na dysk

i potem obliczy¢ to, co trzeba. Latwo sobie jednak wyobrazié,
ze potrzeba na to wiele pamieci, ktéra niekoniecznie
zamierzamy wtlasnie na to przeznacza¢. Dobrze byloby

na biezaco obliczaé to, co chcemy, i nie zapisywaé catego
filmu — pamietaé tylko statystyki z przesztosci i uaktualniaé
je w czasie rzeczywistym. Podobne problemy spotykamy

w wielu miejscach, gdy rozwazamy duzy strumien danych,
przyktadowo film lub dzwiek, ale rowniez inne, jak ruch
pakietéw TCP/IP w sieci. Taka jest geneza powstania
dziedziny algorytméw strumieniowych, czyli dziatajacych
na strumieniu danych i obliczajacych na biezaco pewne jego
wtasnosci. Jej matematyczne podstawy sa, moim zdaniem,
wyjatkowo piekne.

Zaltozymy, ze nasz strumien danych to ciag ai,...,am

dla pewnego duzego m € N, oraz ze a; € {1,...,n} dla
kazdego i. Niech m; bedzie liczba wystapien liczby ¢ w catym
strumieniu. Naszym celem bedzie obliczenie pewnych
wlasnodci strumienia w pamieci istotnie mniejszej niz O(m).

Na poczatek przyjrzyjmy sie nastepujacej zagadce. Rozwazmy
strumien, w ktérym pewna wartos¢ wystepuje wiecej niz

na polowie miejsc. Czyli istnieje ¢ takie, ze m; > m/2.

Jak wtedy znalez¢ ¢?7 Nie jest jasne, jak to zrobié¢ bez
trzymania aktualnych wartosci m; dla wszystkich ¢ podczas
przegladania strumienia. Okazuje sig, ze dziala algorytm
naprawde banalny. W kazdej chwili pamigtamy pare liczb.
Pierwsza liczba to kandydat na odpowiedz, a druga liczba
to co$ jakby jego przewaga nad reszta. Inicjalizujemy

pare jako (0,0). Powiedzmy, ze po przeczytaniu a1, ...,a;
pamietamy pare (i,c¢). Sa dwie mozliwosci. Jesli ¢ = 0, to

po przeczytaniu a;41 ustawiamy pare na (a;41,1). Jesli
natomiast ¢ > 0, to rozwazamy dwa przypadki. Jezeli a;+1 = 1,
to zwiekszamy przewage, czyli ustawiamy (i,c + 1). Jesli
natomiast a;11 # i, to ustawiamy (i,c¢ — 1). Na konicu
zwracamy pierwszy element z pary. Zauwazmy jednak, ze
algorytm wcale nie trzyma prawdziwego dotychczasowego
rekordzisty wraz z jego przewaga. Po przeczytaniu pierwszych
szeSciu elementow ciggu 1,1,1,2,2,2, 3 bedzie trzymat

pare (2,0), a wiec po przeczytaniu ostatniego wyrazu pare
(3,1). Dlaczego wiec dziata poprawnie? Przypomnijmy, ze
pewien element i wystepuje na wiecej niz potowie miejsc.
Niech wartosé pary (j, c) bedzie réwna ¢, o ile i = j oraz

—c, o ile i # j. Zauwazmy, ze napotkanie elementu i zawsze
zwigksza o jeden wartos¢ pary, a innego niz i — zmniejsza ja
lub zwieksza o jeden. Na poczatku warto$é¢ pary to 0. Zatem
po przeczytaniu catego ciggu wartos¢ pary bedzie dodatnia,
czyli pierwszy jej element to faktycznie 4.

Waznej informacji o wlasnoéciach strumienia dostarczaja
liczby Fy, zdefiniowane jako Y./~ my. Dla k = 0 to liczba
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réznych elementéw, dla & =1 to po prostu m, a dla k =2
jest to wazna miara réwnomiernosci wystepowania wartosci
w ciagu. Bardzo tadny i elegancki jest przyblizony algorytm
liczenia wartosci F» w pamieci jedynie O(logn + logm). My
najpierw pokazemy, jak to zrobi¢ w pamieci O(n + logm),
co nie jest takie zte, bo to zwykle m jest olbrzymie,

a n moze by¢ niewielkie. Algorytm uzywa losowosci. Dla
kazdego i € {1,...,n} losujemy wartosé¢ z; € {—1,1} tak, ze
P(x; = 1) = P(z; = —1) = 1/2 oraz losowania sg niezalezne.
Na poczatek ustalamy licznik ¢ na 0 i zaczynamy przegladac
strumien. Gdy czytamy element i, to zwigkszamy licznik

o x;. Na konicu zwracamy c?, twierdzac, ze jest to dobre
przyblizenie F>. Algorytm prosty, ale dlaczego to w ogdle ma
dziata¢? Najpierw zauwazmy, ze kazde i zwiekszyto wartosé ¢
o zi, czyli w sumie wszystkie ¢ zwigkszyly go o z;m;. A wiec
na koncu ¢ = Z:L:l xim;. Obliczmy warto$é¢ oczekiwanag, 2.
Mamy E(c®) =E((}, zimi)z) = E(szzl Tiymem;) =
= szzl mim;j - E(xix;). Zauwazmy, ze E(z;2;) = 0, o ile
tylko i # j, bo x; oraz x; sa niezalezne. A zatem E(c?) =

=37 mi-E(@)=Y" m; 1= F, I ten fakt wydaje

si¢ najciekawszy. Wypadatoby jeszcze wykazac, ze blad

tego obliczenia (czyli wariancja) jest nie za duzy. My tutaj
jedynie podamy na wiare, ze Var(c?) < Fi. Ambitnych
Czytelnikéw zachecamy do przerachowania. Blad mozemy
tatwo zmniejszy¢, uruchamiajac 1000 takich samych
algorytméw rownoczesnie, a na koncu uéredniajac ich wyniki
rezultat oznaczmy c2. Wéwczas wartosé oczekiwana sie

nie zmieni, a wariancja zmaleje 1000 razy. Przypomnijmy
nieréwnoéé Czebyszewa: P(|X —EX| > t) < Var(X)/t? dla
dowolnego X. Dostajemy wiec P(|c2 — Fa| > F»/10) < 1/10,
czyli wynik wychodzi catkiem niezty.

Przypomnijmy, ze nasz algorytm dziata w pamieci

O(n +logm), a jednak n czasem moze by¢ duze. Liczba n
bierze sie stad, ze przez caty czas przegladania strumienia
pamietamy n zmiennych x;. Wydaje si¢ to nieuniknione
przy tej technice. Okazuje sie jednak, ze stosunkowo tatwo
mozna zamieni¢ n na logn, uzywajac bardzo pomystowej
metody. Przypomnijmy, jaka wlasno$é zmiennych x; byta
nam potrzebna. Mianowicie chcieliSmy, by E(x;2;) = 0 dla
i # j, czyli by byly one parami niezalezne. Przy szacowaniu
wariancji przydaje si¢ ponadto niezalezno$é czworkami,
dzigki ktorej wiele ze sktadnikéw postaci E(z;xjxrxe) znika.
Mozna skonstruowaé obiekt wielkosci O(logn), z ktérego
mozna wydobyé n zmiennych czwérkami niezaleznych.

My pokazemy jedynie, ze da sie tak zrobi¢ dla zmiennych
parami niezaleznych. Zachgecamy Ambitnego Czytelnika

do uogdlnienia tego faktu. Dla uproszczenia zatézmy, ze

n =2" — 1, w tym przypadku mamy k = O(logn). Woéwczas
pamietamy k niezaleznych zmiennych losowych yi, ..., Yk,
takich, ze P(y; = 1) = P(y; = —1) = 1/2. Dla dowolnego
niepustego podzbioru S C {1,...,k} definiujemy zmienna
rg = ll;es yi. Latwo sprawdzi¢, ze xs i xr istotnie sg
niezalezne dla dwéch réznych zbioréw S i 7.

Algorytm obliczajacy przyblizona wartos¢ Fs zostat
opublikowany w 1999 roku przez Alona (patrz tez str. 8),
Matiasa i Szegedego jako chyba najbardziej zaskakujacy
wynik ich przelomowej pracy. Praca ta poltozyta fundamenty
pod bardzo szybko rosnaca dziedzine algorytméw
strumieniowych, a autorzy otrzymali prestizowa nagrode
Godla.
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