Informatyczny kacik olimpijski (106): Waga

W tym miesiacu oméwimy zadanie Waga z finatu
Potyczek Algorytmicznych 2016. Opowiada ono

o dziwnej wadze Bajtazara, ktora wyswietla rezultat
wazenia zaokraglony do najblizszej wielokrotnosci

¢ gramdw, lub blad, gdy masa wazonych przedmiotéw
wynosi co najmniej k - ¢ graméw. Oprdcz wagi Bajtazar
posiada jeszcze n innych przedmiotéw. Nie zna ich mas,
wiec chee je wazy¢, uzywajac swojej wagi. Nie okresli

on oczywiscie doktadnych mas swoich przedmiotéw.
Jednak — by¢ moze — wazac ich podzbiory, dla niektérych
par przedmiotéw bedzie mogl stwierdzi¢, ktory z nich
jest ciezszy. I wladnie o to jestedmy proszeni: mamy
wyznaczy¢ liczbe takich par, majac dane dokladne masy
przedmiotow.

Przeanalizujmy, w jaki sposéb Bajtazar moze
poréwnywacé wagi dwoch przedmiotéw. Oznaczmy

ich masy przez a oraz b. Wezmy pewien podzbiér
pozostalych przedmiotéw o masie x. Jesli wskazanie
wagi bedzie inne w przypadku tadunku o masie a + x
niz dla tadunku o masie b + x, to z cala pewnoscia mozna
odrézni¢ wybrane przedmioty.

Zalézmy teraz, ze naszych dwéch przedmiotéw nie da
sie poréwnaé¢ w powyzszy sposéb. Czyli ze dla kazdego
podzbioru pozostalych przedmiotéw o masie = wskazania
wagi dla mas a + x oraz b+ x beda takie same. Zauwazmy
ponadto, ze takie samo wskazanie wagi otrzymamy

dla tadunku o masie aT"'b. Jedli zmienimy masy obu

rozpatrywanych przedmiotéw na 42

5, to z punktu
widzenia Bajtazara nic si¢ nie zmieni! Dla kazdego
podzbioru przedmiotéw Bajtazar otrzyma przeciez
dokladnie to samo wskazanie wagi zaréwno przed
i po takiej zmianie. Dowodzi to, ze nie moze on w zaden
sposob rozrézni¢ mas tych dwoch przedmiotow, gdyz
— 7z jego punktu widzenia — istnieje mozliwosé, w ktorej
wazg one dokladnie tyle samo, czyli ‘%rb.

Wiemy juz, w jaki sposéb Bajtazar moze poréwnywaé
masy przedmiotéw. Do skonstruowania naszego
pierwszego algorytmu rozwiazujacego zadanie brakuje
nam juz tylko jednego prostego spostrzezenia: jesli
wskazania wagi sa rézne dla tadunkéw o masach ¢ i p,
to beda rézne rowniez dla tadunkéw g — ¢ oraz p — c.

Aby sprawdzié, czy Bajtazar moze poréwnaé konkretne
dwa przedmioty, wystarczy teraz wyznaczy¢ dla
kazdego r z przedzialu [0, ¢) najmniejsza mase
podzbioru pozostaltych przedmiotéw postaci ¢ -1+ 7,

a potem sprawdzié¢, czy ktéras z nich jest szukanym =,
rozrézniajacym masy a i b. Mozna zrobié¢ to za pomoca
programowania dynamicznego. Przy jego obliczaniu
zaktualizowanie informacji o nowy przedmiot zajmuje
czas O(c). Sprawdzenie jednej pary przedmiotow
zadziala w czasie O(c - n), a cale zadanie potrafimy
rozwiazaé w czasie O(c - n3). Zlozonoéé ta nie jest jednak
satysfakcjonujaca.

Totez musimy analizowa¢ nasz problem dalej.
Ustalmy trzy takie przedmioty, ze pierwszy jest
nieporéwnywalny zaréwno z drugim, jak i z trzecim.
Oznaczmy ich masy odpowiednio x, y oraz z. Mozemy
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teraz zmieni¢ masy pierwszych dwéch przedmiotéw
na %, poniewaz sa one nieporéwnywalne i z punktu
widzenia Bajtazara nic to nie zmienia. Pierwszy i trzeci
przedmiot nadal sa nieporownywalne i oczywiscie
kazda inna para przedmiotéw o masach % oraz z
réwniez. Ostatecznie Bajtazar nie moze rozréznié
masy drugiego i trzeciego przedmiotu. Taka wtasnosé
relacji bycia nieporéwnywalnym jest nazywana

w matematyce przechodniodcia. Wraz z innymi

w naszym przypadku oczywistymi wtasnosciami
zwrotnosci i symetrycznosci oznacza to, ze mamy

do czynienia z relacja réwnowaznosci.

Abstrahujac jednak od matematycznej nomenklatury,
oznacza to po prostu, ze przedmioty da sie podzieli¢

na rozlaczne zbiory (nazywane klasami abstrakeji), takie
ze dwa przedmioty sa nieporownywalne wtedy i tylko
wtedy, gdy naleza do tego samego zbioru.

Udowodnijmy ponadto, ze przedmioty nalezace do

tej samej klasy abstrakcji tworza spojny przedziat
wag. Wezmy trzy przedmioty o masach z, y oraz z,
takie ze * < y < z oraz przedmioty o masach z i z sa
nieporéwnywalne. Wystarczy pokazaé, ze przedmiot

0 masie x jest nieporéwnywalny z przedmiotem

o masie y. Nie zmieniajac instancji problemu z punktu
widzenia Bajtazara, mozemy zmieni¢ mase pierwszego
przedmiotu na y, a trzeciego na z + x — y. Zachecamy
czytelnika do sprawdzenia, iz wskazanie wagi dla
dowolnego podzbioru przedmiotéw pozostanie po tej
zmianie takie samo.

Mozemy teraz troche poprawié¢ nasz algorytm. Najpierw
posortujmy przedmioty ze wzgledu na ich masy,

a nastepnie dla kazdej pary kolejnych stwierdzmy, czy
sa one poréwnywalne. Wystarcza to do wyznaczenia
rozmiaréw klas abstrakcji, a w szczegdlnosci rowniez
szukanej liczby par. Otrzymujemy w ten sposéb
algorytm dzialajacy w czasie O(c - n?).

Jednak taka zlozonosé nadal nie wystarcza. Mozna
ja poprawi¢, uzywajac techniki nazywanej ,,Plecak
bez jednego”. Dla kazdej pary kolejnych przedmiotow
chcemy otrzymaé tablice programowania dynamicznego
z dodanymi wszystkimi pozostalymi przedmiotami.
Zdefiniujmy rekurencyjng procedure f(I,r,dp), obliczajaca
wyniki dla par przedmiotéw o indeksach z przedziatu
[[,7), majac dana tablice programowania dynamicznego
dp dla przedmiotéw spoza danego przedziatu. Niech
m = U*TTJ Najpierw zaktualizujmy dp o przedmioty
z przedzialu [m,r) i wykonajmy rekurencyjnie f dla
przedzialu [I,m). Nastepnie pierwotne dp zaktualizujmy
o przedmioty z przedziatu [, m) i wykonajmy
rekurencyjnie f dla przedzialu [m,r). Obliczmy réwniez
wynik dla pary przedmiotéw o indeksach m — 1 oraz m,
osobno aktualizujac dp o wszystkie pozostale przedmioty.
Czas dzialania f opisuje nastepujace rownanie
rekurencyjne T(I,7) = O(c- (r = 1)) + T (l,m) + T (m,r).
Rozwiazujac je, dochodzimy do wniosku, iz ztozonosé
czasowa naszego ostatecznego algorytmu wynosi
O(c-nlogn).
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