Informatyczny kacik olimpijski (105): Odtwarzanie drzewa

W tym miesiagcu omoéwimy zadanie New Year and Forgotten
Tree, ktére pojawito si¢ na konkursie Good Bye 2015 na
platformie Codeforces.

Standardowym opisem nieskierowanego drzewa o n
wierzchotkach (ponumerowanych od 1 do n) jest podanie
n — 1 par liczb reprezentujacych jego krawedzie. Na
wejsciu analizowanego zadania dany jest taki wlasnie opis,
jednakze kazda cyfra zostata zastapiona znakiem ’?’. Na
przyktad, krawedz miedzy wierzchotkami 90 i 123 bylaby
reprezentowana jako ,,77 7777 Naszym zadaniem jest
odtworzy¢ jakiekolwiek drzewo pasujace do danego opisu
badz stwierdzi¢, ze takie drzewo nie istnieje.

Niech k oznacza najwieksza mozliwg liczbe cyfr etykiety
wierzchotka (czyli k =~ log;, n). Wierzchotki o tej samej liczbie
cyfr sa, oczywiscie, reprezentowane przez ten sam napis, wiec
w naturalny sposéb podzielmy wierzchotki na k grup, zgodnie
z liczbg cyfr etykiety wierzchotka. Dla kazdej pary takich
grup znamy zadana liczbe krawedzi miedzy wierzchotkami
tych grup.

Okazuje sie, ze proba prostego zachtannego odtwarzania
naszego drzewa nie rozwiazuje zadania. Réwniez (byé

moze narzucajace sie) uzycie twierdzenia Halla (dla 2*
zbioréw grup) tez nie jest poprawne. Dobrym pomystem
jest natomiast konstrukcja, w ktorej utrzymujemy caly czas
jedna spéjng sktadows i doktadamy do niej nowe krawedzie
i wierzchotki.

Sprébujemy w kazdej grupie wyréznié¢ jeden wierzchotek
w sposob prowadzacy do pewnych dwoch wtasnosci. Po
pierwsze, chcemy, by krawedzie miedzy wyrdznionymi
wierzchotkami taczyly je w jedna spéjna sktadowa.
Roéwnowaznie, miedzy k wyréznionymi wierzchotkami
potrzebujemy k — 1 krawedzi.

Rozwazmy dowolne rozwiazanie (drzewo pasujace do
zadanego opisu). Wybierzmy jedna dowolna krawedz

miedzy dwoma wierzchotkami z réznych grup i wyréznijmy
te dwa wierzchotki. Dopdki wyrdznionych jest mniej

niz k wierzchotkéw, powtarzajmy nastepujace kroki.

Grupe nazwijmy nowa, jesli nie zawiera jeszcze zadnego
wyrdznionego wierzchotka. Wierzchotek nazwijmy osiagalnym,
jesli da si¢ do niego dojs¢ z jednego z juz wyrdznionych
wierzcholkéw bez przechodzenia przez wierzchotki z nowych
grup. Z takich definicji wynika, ze istnieje krawedz miedzy
osiggalnym wierzchotkiem i wierzchotkiem z nowej grupy. Te
dwa wierzchotki oznaczmy jako w i v. Jedli u jest wyrdznione,
to po prostu wyrdzniamy tez v. W przeciwnym przypadku
zastapmy najpierw krawedz miedzy w i v krawedzia miedzy
v i wierzchotkiem wyréznionym w grupie z v (nazwijmy go
u’). Powstaly graf wciaz pasuje do tego samego opisu oraz
wciaz jest drzewem, bo po usunigciu krawedzi uv wierzchotki
u i sa w jednej sktadowej (bo u bylo osiagalne). Teraz
mozemy wyrdézni¢ v i wciaz spelniony jest zadany warunek,
ze krawedzie miedzy wyréznionymi wierzchotkami tacza je

w jedng sktadows.

Po drugie, niech kazda krawedz w drzewie dotyka co
najmniej jednego wyréznionego wierzchotka. Jesli tak nie
jest, to spojrzmy na dowolng krawedz uv miedzy dwoma
niewyréznionymi wierzchotkami z réznych grup. Jako u’

i v’ oznaczmy wyréznione wierzchotki z grup zawierajacych
odpowiednio w i v. Usunmy krawedz uv, co dzieli drzewo na
dwie sktadowe. Wiemy, ze wyrdznione wierzchotki sa ze soba
potaczone w jedna skladowa, zatem v’ i v’ sa wciaz w jednej
sktadowej. Po usunieciu krawedzi uv wierzchotki u i v musza
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by¢ w dwoch réznych sktadowych, zatem jeden z nich musi
byé¢ w tej samej sktadowej co u’ i v'.

Bez straty ogdélnosci powiedzmy, ze wierzchotek u jest

w tej samej sktadowej co u’ i v'. Zatem wierzchotek v jest

w innej sktadowej i mozemy go potaczyé nowa krawedzia

z u'. Nowe drzewo wcigz pasuje do zadanego opisu. Podobne
rozumowanie mozna zastosowaé dla krawedzi miedzy dwoma
niewyrdznionymi wierzchotkami z tej samej grupy, co
pozostawiamy Czytelnikowi jako proste ¢wiczenie. Skoro
mozemy pozbywac sie krawedzi miedzy niewyrdznionymi
wierzchotkami, to musi istnie¢ rozwiazanie, ktére takich
krawedzi nie ma wcale.

Pokazalidmy, ze jesli istnieje jakiekolwiek rozwiazanie,

to istnieje tez takie, w ktérym da sie wyrédznié po

jednym wierzchotku w kazdej z k grup w taki sposéb,

ze pewien podgraf drzewa jest drzewem rozpinajacym

k wyréznionych wierzchotkéw oraz ze nie ma krawedzi
miedzy niewyréznionymi wierzchotkami. Mozemy bez
straty ogélnoéci powiedzieé, ze wyrédzniamy wierzchotki

o numerach 10°. Skoro k jest bardzo male, to po prostu
rozwazmy kolejno wszystkie k=2 drzewa rozpinajace o tylu
wierzchotkach. W zadaniu tym mozna to zrobi¢ brutalnie
na rézne sposoby, natomiast zainteresowanym Czytelnikom
polecamy zapoznanie sie¢ z kodami Priifera, ktore opisuja
wydajna metode iteracji po wszystkich etykietowanych
drzewach o ustalonej liczbie wierzchotkow.

Powiedzmy, ze ustaliliémy k — 1 krawedzi miedzy k
wyréznionymi wierzchotkami. Pozostale n —1 —(k—1)=n—k
krawedzi nazwijmy zwykltymi. Zwykla krawedz dotyka
doktadnie jednego wyrdznionego i jednego niewyrdznionego
wierzchotka. Kazda taka krawedz musi dotykaé¢ innego
niewyréznionego wierzchotka, bo takich wierzchotkéw jest

n — k, czyli tyle, ile jest zwyktych krawedzi. Kolejnosé
niewyréznionych wierzchotkéw w grupie nie ma znaczenia,
bo kazdy z nich jest reprezentowany przez ten sam napis

na wejsciu. Pozostaje zatem dla kazdej takiej krawedzi
zdecydowaé, w ktérej z dwoch grup ma ona dotykaé
wyroznionego wierzchotka, a w ktérej ma dotykaé nowego
niewyréznionego wierzchotka. Pamigtajmy, ze w kazdej
grupie znamy docelowa liczbe niewyréznionych wierzchotkéw.

Te ostatnia cze$é zadania mozemy rozwiazaé za pomoca
algorytmu maksymalnego przeptywu. Tworzymy k
wierzchotkéw g1, ..., gr reprezentujacych grupy. Prowadzimy
z nich do ujécia krawedzie o przepustowosciach rownych
liczbom niewyréznionych wierzchotkéw w odpowiednich
grupach. Tworzymy tez w wierzchotkéw e; j, do ktérych
ze zrodla prowadzimy krawedzie o przepustowosciach
réwnych liczbom zwyktych krawedzi miedzy grupami i i j.

7 e;,j prowadzimy krawedzie do g; i do g; o nieskoriczonych
przepustowoéciach. Przeplyw o wartoéci x z e; ; do g; nalezy
interpretowac jako decyzje, by x krawedzi miedzy grupami ¢
i j dotykato niewyréznionych wierzchotkow w i.

Rozwazyé musimy wszystkie k2 drzew rozpinajacych na

k wierzchotkach i dla kazdego znalezé przeptyw w grafie

o O(k?) wierzchotkach i krawedziach. Przyktadowa ztozonosé
takiego programu to O(k*~2 - k% +n) = O(K*** 4 n), gdzie
obecnos¢ sktadnika n wynika z koniecznosci wlasciwego
odtworzenia i wypisania drzewa o n wierzchotkach.

Zainteresowanym proponujemy zastanowié si¢, czy mozemy
zamiast metody maksymalnego przepltywu uzy¢ twierdzenia

Halla.
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