rozpoczynamy od pustego zbioru prostych i nastepnie
dodajemy proste o coraz mniejszych wspoétczynnikach
kierunkowych, tj. kolejno dodawane proste sg ,,coraz bardziej
pochylone w prawo”. Jak si¢ pozniej okaze, taka wlasnosé
beda mialy proste, ktére bedziemy dodawaé do zbioru, gdy
wykorzystamy strukture danych do rozwigzania naszego
zadania.

Spdéjrzmy na rysunek 2, ktéry pokazuje, jak zmienia sie
wykres funkcji h po dodaniu nowej prostej do zbioru. Aby
zaktualizowac liste L, musimy najpierw usunaé pewng liczbe
prostych z konca listy L, a nastepnie dopisaé¢ na jej koricu
wtadnie dodana prosta.

Usuwanie prostych tatwo zrealizowa¢ w petli, powtarzajac
nastepujacy krok. Jesli punkt przeciecia dodawanej prostej

z przedostatnia prosta na liscie L lezy na lewo od punktu
przeciecia przedostatniej i ostatniej prostej z listy L,
usuwamy ostatnia prosta z listy L (patrz rysunek 3).

W przeciwnym razie konczymy petle i dopisujemy dodawang
prosta na koncu listy L. Dodanie jednej prostej do zbioru
moze spowodowaé usuniecie wielu prostych z listy L.
Niemniej jednak kazda prosta zostaje dopisana do listy L raz
i moze by¢ z niej usunieta co najwyzej jednokrotnie. Wobec
tego taczny czas potrzebny na aktualizacje listy L w trakcie
dodawania n prostych do poczatkowo pustego zbioru wynosi
O(n). Na tym konczymy opis pomocniczej struktury danych.

Pokazemy teraz, jak wykorzystaé¢ powyzsza strukture danych
do rozwiazania oryginalnego zadania. Problematycznym
elementem wzoru na d[¢][j] moze sic wydawaé funkcja
kwadratowa, jednak to tylko pozorna trudno$é¢. Zmierimy
nieco wzér na d[i|[j]:
dlillj) = min dlq)lj = 1] +p = 2p: los + L1 =
— (max(0, (pg — lg+1)))”
=pi + min pi(—2lg41) +dg)lj — 1] + 14—
0<g<i

— (max(0, (pg — lq+1)))2
Oznaczmy aq = —2lg41 oraz

by = dlg][j — 1] + 511 — (max(0, (pg — lg+1)))*.
Przy takich oznaczeniach mamy
dfi)[j] = pi + min ag - p; + bq.
0<g<i

co pozwala nam skorzystaé¢ z opisanej powyzej struktury
danych. W ten sposéb otrzymujemy rozwiazanie dzialajace
w czasie O(nklogn). To juz lepiej, jednak brakuje nam jeszcze
jednego kroku.

Gléwng przeszkode na drodze do efektywnego rozwiazania
stanowi sztywne ograniczenie na liczbe zdje¢, ktére mozna
wykonaé. Przyjmijmy na chwile, ze zadanie sformutowane
jest nieco inaczej, a mianowicie wykonanie kazdego zdjecia
wiaze si¢ z kosztem c. W tej sytuacji nie potrzebujemy juz
tablicy dwuwymiarowej. Oznaczmy przez d[i] minimalny
koszt rozwiazania pokrywajacego pierwsze ¢ przedziatow.
Modyfikujac poprzedni wzoér, otrzymujemy:

dli) = min dls] + (i — L41)” — (max(0, (pe — L42)))* + .

| |
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Teraz wystarczy uzy¢ algorytmu analogicznego do tego
powyzej. Do obliczenia mamy jednak jedynie n wartosci,
dlatego poszukiwana wartos$é d[n] obliczyé¢ mozemy w czasie
O(nlogn) i, jak sie za chwile okaze, przyda sie to nam do
zaprezentowania ostatecznego rozwigzania.

Wréémy do pierwotnego problemu i oznaczmy przez f(x)
minimalny koszt rozwiazania, w ktorym wykonujemy
doktadnie x zdje¢. Naszym zadaniem jest wyznaczenie
wartosci f(k). Klucz do rozwiazania stanowi wypukiosé
funkcji f. Oznacza to tyle, ze przez kazdy punkt wykresu f
mozna poprowadzi¢ taka prosta [, by caly wykres znalazt

sie ponad prosta ! lub na niej. Mozemy tez spojrze¢ na

te wlasnosé od innej strony: zwigkszanie limitu zdjeé¢ k
zmniejsza koszt rozwigzania, jednak zysk z kazdego kolejnego
dodatkowego zdjecia jest coraz mniejszy. Dowdd tej wlasnosci
jest dosyé skomplikowany i techniczny (a przynajmniej
dow6d znany autorowi tego tekstu), dlatego nie bedziemy

go tu podawaé. Czytelnikom, ktérzy chcieliby zdobyé
cho¢by minimalne przekonanie o prawdziwosci tej wlasnosci,
polecamy wykonanie kilku eksperymentéw na kartce.

Algorytm opiszemy nietypowo, zaczynajac od graficznej
interpretacji jego dziatania (patrz rysunek 4). Naszym celem
jest wyznaczenie wartosci f(k). Na poczatku rysujemy
wykres funkcji f. Nastepnie rysujemy prosta [ ponizej
wykresu f i przesuwamy [ do géry (zachowujac jej nachylenie)
do momentu, gdy dotknie ona wykresu f, tj. napotka pewien
punkt (&', f(k")). Naszym celem jest tak dobra¢ nachylenie
prostej I, by trafié¢ w punkt (k, f(k)). Wypuktoéé funkeji f
pozwala nam zastosowaé wyszukiwanie binarne. Jesli prosta [
trafia w punkt (&', f(k')) i kK" > k, z wypuklosci funkeji f
wiemy, ze jej wspo6lczynnik kierunkowy (wyznaczajacy
nachylenie) jest zbyt duzy. W przeciwnym razie (k' < k)
wspdlezynnik jest za maty. Dzieki temu w O(logm) iteracjach
takiego algorytmu mozemy znalezé¢ wspotezynnik kierunkowy,
dla ktérego prosta [ trafi w (k, f(k)).

Pozostaje powiedzieé, jak zrealizowaé jedng iteracje
powyzszego algorytmu. Rozwazmy prosta o rownaniu

y = a -z + b i ustalmy nachylenie tej prostej, czyli wartosé
wspolczynnika kierunkowego a. Wowcezas szukamy
najmniejszej wartosci b, dla ktorej prosta przechodzi

przez pewien punkt (k', f(k')), czyliz = k" ay = f(k).
Innymi stowy, szukamy najmniejszej wartosci b, dla ktorej
f(k") =a- k' + b dla pewnego k'. To z kolei jest réwnowazne
ze znalezieniem minimum funkcji g(z) = f(z) —a - .

Przyjrzyjmy sie blizej funkcji g. Wartos$é g(z) oznacza koszt
rozwigzania uzywajacego x kwadratéw pomniejszony o a - x.
Zatem minimum g to koszt optymalnego rozwiazania, jesli
wykonanie kazdego zdjecia kosztuje nas —a. Koszt ten,
jak przed chwilg pokazaliSmy, potrafimy obliczy¢ w czasie
O(nlogn), co daje nam rozwiazanie zadania w czasie
O(nlognlogm).

Jakub LACKI
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