Podgraf danego grafu powstaje przez
usuniecie z niego pewnej liczby
wierzchotkéw wraz ze wszystkimi
przylegajacymi do nich krawedziami.

Wiecej o liczbach Ramseya przeczytac
mozna w Delcie 3/2008.

SkorzystaliSmy z fundamentalnej
nieréwnosci rachunku
prawdopodobienistwa, zgodnie z ktéra
prawdopodobienstwo (przeliczalnej)
alternatywy zdarzen nie przekracza sumy
prawdopodobienstw tych zdarzen.

Szansa na sukces

Metoda probabilistyczna goscita juz na tamach Delty (np. w numerach 12/2006
i 4/2015), byloby jednak nieprawdopodobnie glupio pominaé ja w numerze
po$wieconym dowodom. W najbardziej podstawowej wersji moze sie ona okazad
przydatna w sytuacji, gdy chcemy wykazac istnienie obiektu speiniajacego
okre$lone warunki — wéwczas mozemy sprébowaé przedstawié schemat
losowania badanych obiektéw, w ktorym z dodatnim prawdopodobienstwem
wynik bedzie spelnial przedstawione zadania. Opis ten moze brzmieé¢ dosé
enigmatycznie, powinien sta¢ si¢ bardziej zrozumialy po lekturze ponizszego
rozumowania, uchodzacego za jeden z pierwszych przykladéw zastosowania
metody probabilistycznej.

Rozwazmy graf pelny, ktorego kazde dwa wierzchotki sa potaczone krawedzia
w kolorze niebieskim badz czerwonym. Okazuje sie, co udowodnil Frank Ramsey
w 1930 roku, ze dla dowolnie zadanych liczb naturalnych k, 1, jesli liczba
wierzchotkéw w grafie pelnym jest dostatecznie duza, istnieje w nim podgraf

o k wierzcholkach polaczonych wylacznie niebieskimi krawedziami lub podgraf
o | wierzchotkach, z ktérych kazde dwa potaczone sa krawedziami czerwonymi.

Najmniejszy z tych ,,dostatecznie duzych” rozmiaréw wyjsciowego grafu
nazywamy liczbg Ramseya i oznaczamy przez R(k,1).

W 1947 roku Paul Erdos przedstawil nastepujace oszacowanie z dotu liczby
R(k, k)
) <R(lz;k)> S o)1,
Oto jak uzyskal ten wynik: rozwazmy graf o n wierzchotkach, gdzie n jest

k
,hiedostatecznie duze”, czyli (Z) < 2(5)-1, Pokazemy, ze mozemy pokolorowaé
krawedzie tego grafu w taki sposob, by nie istnial podgraf rozmiaru k
o wszystkich krawedziach w tym samym kolorze; zatem natychmiastowym
wnioskiem bedzie nieréwnosé ().

Kazda z krawedzi naszego grafu pomalujmy na niebiesko z prawdopodobienstwem
% lub na czerwono z tym samym prawdopodobienstwem. Wybierzmy dowolny
podgraf o k wierzchotkach — wowczas zdarzenie, polegajace na pomalowaniu

wszystkich krawedzi wybranego podgrafu (ktérych jest k(k; 1), inaczej (’;)) na

ten sam kolor, ma prawdopodobienstwo 2 - 9-(5). Podgraféw o k wierzchotkach
jest jednak (Z) Szansa na to, ze pewien z tych podgraféw ma krawedzie

pomalowane na jeden kolor, nie przekracza (2)21*(2), zatem zgodnie

z zalozeniem o ,niedostatecznie duzym” n jest mniejsza od 1. W tej sytuacji
szansa na to, ze zaden z podgraféw o k wierzchotkach nie ma wszystkich
krawedzi w tym samym kolorze, jest dodatnia, co dowodzi istnienia zadanego
kolorowania.

tukasz RAJKOWSKI

Jak sie pozby¢ losowosci?

W informatyce losowosé jest bardzo przydatna. Czesto bardzo utatwia
rozumowania, pozwala na pickne i klarowne argumenty uzywajace, na przyktad,
metody probabilistycznej. Nieraz latwo znalezé algorytm uzywajacy losowosci
(randomizowany) i dzialajacy szybko, podczas gdy znalezienie szybkiego
algorytmu deterministycznego jest trudne lub w ogdle takiego nie znamy.

Z losowoscia jest jednak pewien problem. Chcialoby sie wiedzie¢ co§ na pewno,
a nie tylko z duza doza prawdopodobienstwa. Szczedliwie okazuje sie, ze czasami
da sie te losowosé wprowadzié, a potem wyeliminowa¢. Ta ostatnia operacja,
eliminacja losowosci, nazywa sie derandomizacjq.

Przedstawimy dwie metody derandomizacji. Zrobimy to na przyktadzie,
cho¢ uzyte techniki beda zdecydowanie bardziej ogblne. Rozwazmy graf
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Rozwigzanie zadania M 1525.
Przeprowadzimy dowdd nie wprost.
Przypusémy, ze n + 1 jest nieparzysta
liczbg pierwsza. Wéwcezas z matego
twierdzenia Fermata wynika, ze liczba
2" — 1 jest podzielna przez n + 1,
a zatem réwniez
n2" —1)+(n+1)=n2" +1

jest liczbg podzielng przez n + 1. To
przeczy pierwszosci liczby n2" + 1, gdyz
n2" +1>n -+ 1.
Podobnie, jezeli n 4 2 jest nieparzysta
liczbg pierwszg, to z malego twierdzenia
Fermata wynika, ze liczba 2”71 — 1 jest
podzielna przez n + 2. Wobec tego
réwniez liczba

(n +2)2" — (277,+1 o

jest podzielna przez n + 2, ale
n2"™ 4+ 1 > n + 2 na mocy nieréwnoséci
n(2"™ — 1) > 1 prawdziwej dlan > 1. [

1) =n2" +1

Uwaga. Najmniejsza liczbg n > 2, dla
ktérej n2™ + 1 jest liczba pierwsza, jest
141. Liczby postaci n2™ + 1 nazywane sg
liczbami Cullena.
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Rozwigzanie zadania M 1526.
Przeprowadzimy dowdd konstruktywny
zidentyfikujemy rozwigzania danego
réwnania.
Zauwazmy, ze jezeli |x| > 2, to
I (@)] = 2® =2 > 2]z| — 2> 22| — |z| = |z
skad wynika, ze dane réwnanie nie moze
by¢ spelnione. Wobec tego |z| < 2,
a zatem x = 2 cos ¢ dla pewnego
(a wlasciwie dwéch) ¢ € [0, 7].
Zauwazmy, ze skoro cos2a = 2cos? a — 1,
to

f(2cosa) = 4cos® o — 2 = 2cos 20,
wobec czego

FFFC . f(f(2cosp))...))) =2cos2™p.
Dane réwnanie przybiera wéwczas postac
cos ¢ = cos 2", czyli

=cosp —cos2"p =

on _ 1 Comg
@ sin ©,

= 2sin

skad ¢ = 2kw /(2" — 1) lub

¢ = 2kn /(2" + 1) dla pewnej liczby
catkowitej k. Pozostaje zauwazy¢, ze
jezeli 0 < k < 2" 1 — 1, to

0 < 2km/(2™ — 1) < m, jezeli zas

0< k<2 to0 < 2kn/(2" +1) < 7,
przy czym rozwigzania sg rézne, o ile
tylko k # 0. Tym samym otrzymujemy
lgcznie 2771 42771 41 — 1 =27
réznych rozwigzan postaci z = 2cos . O

G = (V, E). Dla podzbioru wierzchotkéw S C V nazwiemy jego cieciem zbior
{(u,v) € E'|u € S,v & S}, czyli zbiér krawedzi, ktére maja dokladnie jeden
koniec w S. Problem znajdowania S o najwiekszym cieciu jest NP-zupelny.
Rozwazmy jednak podobny problem: znajdowania S takiego, ze jego ciecie jest
wielkosci co najmniej polowy zbioru wszystkich krawedzi, czyli |E|/2.

Na pierwszy rzut oka nie jest wcale jasne, czy taki S istnieje. A wiec na
rozgrzewke udowodnijmy to. Zachecamy Czytelnikéw do samodzielnej

proby przed przeczytaniem rozwiazania. Rozwiazanie zas jest zadziwiajaco
proste. Wylosujmy S, to znaczy kazdy wierzcholek wrzuémy niezaleznie do S

z prawdopodobienstwem 1/2. Wéwezas kazda krawedZ z E bedzie nalezala

do ciecia S z prawdopodobienistwem 1/2. A zatem $rednia wielkoéé ciecia S

to |E|/2, czyli na pewno musi istnie¢ S taki, ze jego ciecie ma wielko$é
przynajmniej |E|/2. Powyzszy dowdd jest jednak niekonstruktywny, nie wynika
z niego wcale, jak takie ciecie znalezé. Oczywidcie, mozemy przejrzeé wszystkie
mozliwe zbiory S, ale to zajmie czas rzedu 2", gdzie |V| = n, a my chcemy znalezé
algorytm wielomianowy wzgledem n.

Podamy dwie metody. Pierwsza nazywa sie metoda warunkowych wartosci
oczekiwanych. Przypusémy, ze przejrzeliémy juz pewien zbiér wierzchotkow

U C V idla kazdego z nich zdecydowalismy, czy bedzie on nalezat do S, czy
nie. Jaka jest $rednia wielkos¢ ciecia S po tym ustaleniu? Przez E(T,T")
oznaczmy zbiér krawedzi miedzy zbiorami T'i T’. Na razie wiemy, ze do

cigcia na pewno bedzie nalezata kazda krawedz z E(U N S,U N 5'), gdzie S to
dopelnienie zbioru S. Jesli chodzi o krawedzie jeszcze nieustalone, to kazda
krawedz z E(U N S,U) bedzie nalezata do ciecia z prawdopodobienstwem 1/2.
A zatem $rednia warto$é ciecia po ustaleniu, co si¢ stanie z wierzchotkami z U,
wynosi |E(UNS,UNS)|+1/2-|E(UNS,U)|. Umiemy to obliczyé¢ w czasie
wielomianowym, znajac U oraz decyzje odnosnie S na nim, czyli U NS oraz
UNS. Teraz juz tylko krok do rozwiazania. Gdy bowiem decydujemy o pierwszym
wierzchotku, czy wrzuci¢ go do S, czy nie, to obliczamy, jaka bedzie $rednia
warto$¢ cigcia w obu przypadkach. Poniewaz Srednia z tych dwdch liczb jest
wigksza lub réwna |E|/2 (w tym przypadku réwna), to jedna z nich tez bedzie
wigksza lub rowna. Wybieramy wiec te lepsza opcje i zabieramy sie za drugi
element. Przy dorzucaniu kazdego nowego elementu wybieramy te opcje,

ktora daje wiekszg Srednia i w ten sposéb po podjeciu decyzji dla wszystkich
elementéw V' otrzymujemy pewien zbiér S, ktérego ciecie bedzie wicksze lub
réwne |E|/2.

Drugie rozwiazanie jest jeszcze bardziej zaskakujace. Zauwazmy, ze tak
naprawde nie potrzebujemy wcale, by kazdy wierzchotek z V' byl brany

do S niezaleznie. Do tego, by kazda krawedZ (u,v) znalazta sie w cigciu S

z prawdopodobienstwem 1/2, wystarczy, by wierzcholki u i v byly wziete

do S niezaleznie, czyli wystarczy nam, by wybory byly parami niezalezne.

A to jest duzo slabsze wymaganie! Co wiecej, okazuje sie, ze z k niezaleznych
zmiennych losowych X7,..., X} o wartosciach w {0, 1} mozna latwo skonstruowaé
2% zmiennych losowych parami niezaleznych o wartosciach w {0, 1}. Po prostu
dla kazdego podzbioru A C {1,...,k} zmienna X 4 jest zdefiniowana jako xor
(alternatywa wykluczajaca) zmiennych X; takich, ze i € A. Nietrudno zauwazy¢,
ze dla dowolnych A, B C {1,...,k}, A # B zmienne X4 i Xp sa niezalezne.

Dla uproszczenia przyjmijmy, ze |V| = n jest potega dwojki. A wiec nasz
algorytm mozemy zamieni¢ na taki, ktéry losuje najpierw logn bitow X; dla
i€{l,...,logn}, a potem gdy podejmuje losowa decyzje, czy wrzuci¢ jakis
wierzcholek z V' do zbioru S, korzysta ze zmiennych X 4. Taki algorytm tez

w §rednim przypadku skonstruuje ciecie wielkosei |E|/2. Zauwazmy jednak,

ze zamiast losowaé te logn wartosci mozemy po prostu sprawdzié¢ wszystkie
mozliwoéci ich wylosowari, ktérych jest 21°8™ = n. Czyli faktycznie otrzymaliémy
wielomianowy algorytm deterministyczny: przeglada on wszystkie mozliwosci na
X1,..., Xiogn, dla kazdej symuluje dziatanie losowego algorytmu, a na koniec

wybiera najlepsze rozwigzanie.
Wojciech CZERWINSKI



