1 Informatyczny kacik olimpijski (103): Przecigganie liny

b W tym miesiacu proponujemy zadanie Przecigganie liny, ktére pojawito
2 3 sie w podwarszawskim Jozefowie, podczas zeszlorocznej Baltyckiej
. d / 4 Olimpiady Informatycznej. Zadanie opisuje problem optymalizacji znanej
fh wakacyjno-urlopowej zabawy. Co ciekawe, warstwa fabularna proponowanego
y ¢ 6 I 1 rozwigzania — cho¢ pozostaje w podobnych klimatach — to jednak odchodzi od
h ) ) liny na rzecz plecaka. Ale po kolei:
? J
8 W zadaniu rozwazamy 2n oséb chcacych zabawi¢ sie w tytutowa gre. Lina do
9e 10 zabawy ma przygotowane 2n uchwytéw, po n z kazdej strony. Kazda z oséb
Wierzcholki oznaczono liczbami, deklaruje zawczasu dwa uchwyty, przy ktérych chciataby sie znalezé. Znamy
krawedzie — literami. Jedyne mozliwe

przyporzadkowania to:
la, 2b, 3d, 6e, 5¢, 8h, 9i, 7f, 4g, 105 albo
la, 3b, 2¢, 5e, 6d, 8h, 91, 7f, 4g, 10j.

réwniez site kazdej z 0osob, wyrazona przez liczbe naturalng od 1 do s. Naszym
celem jest ustalié¢, czy jest mozliwe takie ustawienie uczestnikéw zabawy, aby
kazdy dostal jeden z dwéch wybranych przez siebie uchwytéw oraz aby roznica

sit miedzy dwiema druzynami nie przekraczala pewnej danej liczby k.

Ograniczenia opisane w zadaniu wydaja sie dos¢
dziwaczne. Najlepiej jest na nie spojrze¢ w nastepujacy
sposob. Rozwazmy graf G, w ktérym wierzchotki
reprezentuja uchwyty, a krawedzie — ludzi. Krawedz e
taczy wierzcholki u i v wtedy i tylko wtedy, gdy

osoba e zadeklarowala jako ulubione wtasnie uchwyty

u iv. W tym jezyku przyporzadkowanie osobom
uchwytéw sprowadza sie do (wzajemnie jednoznacznego)
przyporzadkowania krawedziom jednego z ich
wierzchotkow.

Nawet jesli zapomnimy o warunku dotyczacym
zrownowazenia sil obu stron, nie zawsze jest mozliwe
jakiekolwiek przyporzadkowanie spelniajace wszystkie
preferencje dotyczace uchwytéw. Przede wszystkim,
w G kazda spéjna sktadowa o m wierzchotkach musi
mieé¢ dokladnie m krawedzi. Takie grafy to tak zwane
pseudolasy, a wiec zbiory roztacznych pseudodrzew.
Kazde pseudodrzewo zawiera doktadnie jeden cykl
(dlaczego?). W takim grafie istnieja tylko dwa rézne

przyporzadkowania wierzchotkéw do sasiednich krawedzi.

Dla wierzcholkéw nie lezacych na cyklu mozliwy

jest tylko jeden wybér. Na cyklu wybory sa dwa:
przyporzadkujemy krawedzie kolejnym wierzchotkom
albo zgodnie albo przeciwnie do ruchu wskazowek
zegara.

Wobec powyzszego, nasze rozwiazanie w pierwszej

fazie sprawdza, czy dane wejéciowe rzeczywiscie

tworzg, pseudolas. Jedli nie, to oczywiscie odpowiedz

na zadanie brzmi réwniez ,,nie”. Dalej zaktadamy

wiec, ze mamy do czynienia juz tylko z pewnym
zbiorem pseudodrzew. Jak zauwazyliSmy wczeéniej,

dla kazdego takiego pseudodrzewa mamy tylko dwie
mozliwosci. Dla kazdej z nich obliczmy jaka site do
lewej strony liny wnosi. Te wartosci oznaczmy jako a;
oraz b; dla i-tego pseudodrzewa. Bez straty ogdlnosci
zalézmy, ze zawsze a; < b;. Widzimy, ze taczna sita
lewej druzyny bedzie réwna co najmniej >, a; i co
najwyzej >, by =Y, a; + > ;(bi — a;), przy czym kazdy
ze skladnikéw (b; — a;) mozemy dodaé¢ badz nie, wedlug
naszego uznania. Pamigtajmy oczywiscie, ze chcemy, aby
ta sila miescila si¢ miedzy (S/2 —k/2) a (S/2+ k/2),
gdzie S oznacza laczng sile wszystkich oséb.
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To ostatnie spojrzenie na problem z zadania opiszemy

w jezyku tak zwanego problemu plecakowego

(ang. knapsack problem). Rozwazmy plecak o pojemnosci
maksymalnej (S/2 +k/2 — 3", a;) kg. Mamy dostepny
zbiér przedmiotéw (indeksowany i) o wagach (b; — a;) kg.
Pytamy, czy uda si¢ nam zabraé przedmioty o tacznej
wadze co najmniej (S/2 —k/2 — 3", a;) kg i jednoczesnie
nieprzekraczajacej pojemnosci plecaka.

Problem plecakowy to klasyczny problem, ktéry da
sie standardowo rozwiazaé¢ w czasie O(n.S). W naszym
zadaniu mozemy jednak znalezé rozwiazania lepsze (o ile

s < n), bo dziatajace w czasie O(v/S) - O(S) = O(S%/?).

Skorzystamy z zalozenia, ze sila kazdej osoby (a wiec
i wagi przedmiotéw w problemie plecakowym) jest
wyrazona liczba naturalna. Wnioskujemy z tego, ze
istnieje co najwyzej O(v/S) réznych wartoéci wag
przedmiotéw (suma m réznych liczb naturalnych
jest réwna co najmniej W = O(m?)). Pozostaje
ostatni krok, zrealizowany za pomoca programowania
dynamicznego:

Tworzymy (poczatkowo wypelniona zerami) binarna
tablice ¢ rozmiaru S, w ktérej bedziemy zaznaczaé, czy
da si¢ przygotowaé plecak o ustalonej wadze. Dziatamy
w petli o O(v/S) obrotach, w kazdym obrocie dajac
dostep do kolejnej unikatowej wagi przedmiotu.

Oto pseudokod jednego obrotu, dla nowej wagi w
wystepujacej q razy:

for i = S downto 1 do
if ((¢t[7]) == 1) then

Ti=q, =1

while (z < 0 and ¢[j +w] == 0) do
r:i=x—1
tj +w]:=1;
Ji=J+uw;

W kazdym kroku petli albo uzyskujemy nowa objetosé
plecaka albo konczymy dodawania dla ustalonej
objetosci. Oba zdarzenia moga wystapi¢ S razy, stad
czas dziatania jednego obrotu petli to faktycznie O(S)
tak, jak zapowiedzielismy.
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