Informatyczny kacik olimpijski (102): Nim 3

W tym miesiagcu omoéwimy zadanie Nim 3, ktére pojawito

si¢ na Obozie Naukowo-Treningowym im. A. Kreczmara

w 2013 roku. Wielu Czytelnikéw zapewne zna stynna

gre ,Nim”: zaczynamy od pewnej liczby stoséw kamykow,

a nastepnie na przemian gracze wybieraja niepusty stos

i zabieraja z niego dowolna dodatnia liczbe kamykow.

Gracz, ktéry nie moze wykona¢ ruchu (bo skoriczyly sie juz
kamyki), przegrywa. ,Nim” jest silnie zwiazany ze znanym
twierdzeniem Sprague’a—Grundy’ego, jednak, niestety, nam
sie teraz nie przyda, gdyz dotyczy ona klasycznej wersji

gry, a wiec dla dwoch graczy. W naszym zadaniu natomiast
w ,Nima” bedzie grato trzech braci — Antek, Bartek i Cezary.
Poczawszy od Antka po kolei beda oni wykonywaé ruchy.
Podobnie jak w ,Nimie” gracz, ktéry nie bedzie mogt
wykonaé¢ ruchu, przegra (zajmie trzecie miejsce). Gracz, ktory
wykona ostatni ruch, zajmie pierwsze miejsce. Natomiast
pozostaly z tréjki graczy zajmie drugie miejsce. Dla danych
zestawow stoséw mamy odpowiedzie¢, kto wygra, jesli kazdy
bedzie gral optymalnie.

Podzielmy wszystkie mozliwe stany gry na trzy zbiory: te
stany, dla ktérych wygra gracz rozpoczynajacy, oznaczmy
jako A; te, dla ktérych wygra gracz wykonujacy drugi ruch —
jako B, a te, dla ktorych wygra gracz wykonujacy ruch jako
trzeci — jako C'.

W przypadku trzech graczy wcale nie musi by¢ jasne, co
to znaczy optymalna strategia. Nastepujaca rekurencyjna
definicja precyzuje to zgodnie z treécia zadania:

Stan konicowy (wszystkie stosy puste) nalezy do C. Jesli ze
stanu w jednym ruchu da sie otrzymac stan ze zbioru C',
to nalezy on do A; jedli ze stanu w jednym ruchu da sie
otrzymadé stan ze zbioru A (a nie da sie z C), to nalezy on
do B; w przeciwnym razie nalezy on do C.

Zachecamy goraco Czytelnika do nabrania przekonania, ze
taka definicja jest poprawna oraz ze jest zgodna z intuicja.

Przejdzmy do samego rozwiazania. Nie owijajmy w bawelne:
zostato ono odgadniete na podstawie zauwazonych
regularnosci w wynikach dla matych instancji problemu,
ktére potem okazato sie poprawne we wszystkich
przypadkach. W ten sposéb rozwiazuje si¢ wiele trudnych
zadan tego typu.

Wielkosci stoséw zapiszmy w systemie binarnym i policzmy
osobno jednosci, dwdjki, czwérki, 6semki itd. Jesli kazda

z tak obliczonych wartosci jest podzielna przez 3, to stan
nalezy do zbioru C. Dla przyktadu rozpatrzmy stosy
zawierajace odpowiednio 1,1,1,5,9,12 oraz 13 kamykow,
czyli w zapisie binarnym 1,1,1,101,1001, 1100 oraz 1101.
Szes¢ z tych liczb jest nieparzystych, zadna z nich nie

ma zapalonego (czyli réwnego 1) bitu na drugiej najmniej
znaczacej cyfrze, trzy z nich maja jedna czworke i trzy z nich
maja jedna ésemke. Liczby 6,0, 3,3 sa wszystkie podzielne
przez 3, totez rozpatrywany stan gry nalezy do zbioru C.
Zbior A okre$lmy wprost z definicji jako te stany, z ktérych
w jednym ruchu da si¢ otrzymac stan ze zbioru C'. Wszystkie
pozostaly stany tworza B.

Udowodnimy, ze powyzsze definicje spetniaja warunki
zadania.

Rozpatrzmy dowolny ruch, a dokladniej zapisy binarne liczby
kamykow na wybranym stosie przed i po jego wykonaniu,
oznaczmy je odpowiednio X oraz Y. Jedli jaki$ bit jest
zapalony w X, a nie jest zapalony w Y, to liczba wystapien
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tego bitu maleje o 1 w stanie gry. Liczba wystgpiei danego
bitu moze tez, oczywiscie, zwiekszy¢ sig o 1, jak i pozostac
bez zmian.

Poniewaz X > Y, wiec najbardziej znaczacy bit, na ktérym
X oraz Y sie réznia, jest zapalony w X i zgaszony (réwny 0)
w Y (oznaczmy ten bit K). W szczeg6lnosci po wykonaniu
ruchu ze stanu ze zbioru C' liczba wystapien odpowiedniego
dla ruchu bitu K bedzie przystawata do 2 przy dzieleniu
przez 3. Natomiast liczby wystapien bardziej znaczacych
bitéw nadal beda podzielne przez 3.

Ponownie korzystajac z tego samego argumentu, tatwo
zauwazy¢, ze otrzymany stan nie nalezy do A. Nie da sie
bowiem w jednym ruchu zwiekszy¢ liczby wystapien bitu K,
nie zmieniajac liczb wystapien bardziej znaczacych bitéw.
Reasumujac: zgodnie z oczekiwaniami nie da sig, ze stanu ze
zbioru C' w jednym ruchu otrzymacé stanu z AU C.

Pozostaje sprawdzi¢ warunek (dlaczego?): ze stanu
nienalezacego do C da si¢ w co najwyzej dwdch ruchach
otrzymac stan z C'. Jesli da si¢ go otrzymaé¢ w jednym
ruchu, to stan z definicji nalezy do A. W przeciwnym razie,
wykonujac pierwszy z tych dwéch ruchow, otrzymujemy stan
ze zbioru A, czyli pierwotny stan nalezy do B. Bedziemy

o takich dwdéch ruchach mysle¢ jak o jednym specjalnym
ruchu, ktéry pozwala zabra¢ kamyki z dwéch stoséw.

Wezmy dowolny stan spoza C'. Najbardziej znaczacy

bit, ktérego liczba wystapien nie jest podzielna przez 3,
oznaczmy K. Jedli liczba wystapien K przystaje do 2 przy
dzieleniu przez 3, to wystarczy wykonac ruch na dwoch
dowolnych stosach, ktére maja liczby kamieni z zapalonym
bitem K. Na obu gasimy bit K. Mniej znaczace bity mozemy
naszym specjalnym ruchem ustawia¢ dowolnie (ruch bedzie
dozwolony, bo liczby kamieni na obu stosach zmaleja).

W szczegoblnoéci mozemy je ustawié tak, aby byt speliony
warunek nalezenia do zbioru C. W przypadku, gdy liczba
wystapien bitu K przystaje do 1 przy dzieleniu przez 3,
sytuacja nie jest taka prosta. Wybieramy najpierw jeden
stos z zapalonym bitem K, oznaczmy go P. Gasimy w nim
bit K, a nastepnie mniej znaczace bity po kolei prébujemy
tak ustawiac¢, aby liczba ich wystapien w catym stanie gry
dzielita si¢ przez 3. Jesli udato nam si¢ ustawi¢ wszystkie, to
rozpatrywany stan nalezy do A. Mozemy jednak napotkaé
przeszkode, czyli bit dla ktérego zachodzi nastegpujacy
warunek:

Jesli ustawimy go na zero (jeden) w P, to liczba jego
wystapien w stanie gry bedzie dawaé reszte 1 (2) przy
dzieleniu przez 3.

Wéwcezas ustawiamy ten bit w P na zero, po czym jako drugi
stos do naszego specjalnego ruchu wybieramy inny stos, ktory
ma zapalony 6w bit. Gasimy go, zapewniajac zmniejszenie
stosu oraz odpowiednia liczbe wystapien bitu. Kolejne

mniej znaczace bity mozemy juz teraz ustawiaé¢ dowolnie,
otrzymujac stan z C.

Przekucie definicji zbioréw C' oraz A w algorytm jest do$é
proste — dziala on w czasie O(N log M), gdzie N oznacza
liczbe stosow, a M liczbe kamykow na najwigkszym stosie.

Na zakonczenie zachecamy Czytelnika do samodzielnego
sprawdzenia, czy analogiczna strategia zadziata w przypadku
wiekszej liczby graczy.
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