Informatyczny kacik olimpijski (100): Réwnowaznosé palindromiczna
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Rys. 1. W 8-literowym slowie
w = cababccb na pozycji ¢ = 3 wystepuje
palindrom nieparzysty aba o diugosci
2r + 1 = 3, gdyz w[2] = w[4] oraz
w(1] # w[5].

Rys. 2. Graf G odpowiadajacy stowu w.
Wierzchotki 2 i 4 sa w tej samej
skladowej grafu G, za$ wierzchotki 115
sg potaczone krawedzia ciagla.
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Rys. 3. Graf G po zastgpieniu
sktadowych pojedynczymi wierzchotkami.

W jubileuszowym odcinku kacika omoéwimy zadanie Rownowaznosé
palindromiczna, ktére pojawito sie na Obozie Naukowo-Treningowym

im. A. Kreczmara w 2010 roku. Dwa slowa w i v o dlugosci n nazwiemy
réownowaznymi palindromicznie, jesli dla kazdej pary liczb ¢ oraz j, takich ze

1 < i < j < n, podstowo wi..j] zlozone z liter na pozycjach od i-tej do j-tej

jest palindromem wtedy i tylko wtedy, gdy palindromem jest podstowo v[i..j]
ztozone z liter na tych samych pozycjach. Majac dane stowo w, nalezy wyznaczy¢
liczbe stow réwnowaznych mu palindromicznie, zawierajacych litery z ustalonego
A-literowego alfabetu.

Rozwazmy pewien palindrom w[i —r..7 4+ 7] o nieparzystej dtugosci 2r + 1, ktorego
srodek jest na pozycji ¢ w stowie w, oraz ktory nie moze by¢ rozszerzony (tzn.

nie istnieje dtuzszy palindrom o tym samym $rodku). Zatem w stowie v takze
musi istnie¢ analogiczny palindrom, zatem muszg by¢ spelnione réwnosci liter

v[i — k] =v[i + k] dla 1 < k < r, oraz nierownos$¢ v[i — r — 1] # v[i +r + 1].
Nietrudno si¢ przekonaé, ze zbior takich (nie)réwnosei dla wszystkich pozycji
(wraz z analogicznym zbiorem dla palindroméw o parzystej dtugosci) w pelni
opisuje warunki, jakie musi spelniaé¢ stowo v, aby by¢ palindromicznie
réownowaznym stowu w (patrz rys. 1).

Zbior ten mozemy przedstawi¢ jako graf G' o wierzchotkach {1,2,...,n}
odpowiadajacych pozycjom w stowie v. Krawedz taczaca dwa wierzchotki bedzie
przerywana, jesli odpowiadajace im pozycje w slowie musza mieé¢ te sama litere,
lub ciagla, jesli musza mie¢ rozne litery. W ten sposoéb sprowadzimy nasze zadanie
do problemu kolorowania grafu: liczba stéw palindromicznie réwnowaznych

stowu w jest bowiem réwna liczbie kolorowan grafu G przy pomocy A kolorow

Liczba kolorowan tego grafu to

A(A —1)(A —2)%

Niestety, nie znamy wielomianowego algorytmu dla
ogoblnego problemu zliczania kolorowan grafow, bedziemy
musieli wiec nieco blizej przyjrzeé sie szczegolnej

postaci grafu z zadania. Na poczatek pozbedziemy

sie krawedzi przerywanych, scalajac taczone przez nie
wierzcholki. Powiemy, ze dwa wierzcholki ¢ oraz j naleza
do tej samej sktadowej w grafie G, jesli sa polaczone
przerywana $ciezka. Kazda sktadowa zastepujemy
pojedynczym wierzchotkiem (o numerze bedacym
najmniejszym numerem wierzchotka z tej sktadowej), do
ktorego wchodza wszystkie krawedzie ciggle poprzednio
wchodzace do wierzchotkow tej sktadowej.

W tak uzyskanym grafie bedziemy zachtannie kolorowaé
wierzchotki w kolejnosci rosnacych numeréw. Zatézmy,

ze chcemy pokolorowaé wierzcholek ¢ oraz ze jest on
potaczony krawedziami ciaglymi z wierzchotkami

o mniejszych numerach ji, jo, ..., jr. Kluczowa wlasnoscia
grafu, ktora umozliwi nam kolorowanie zachtanne jest

to, ze kazda para wierzchotkow sposrod ji, jo, ..., Jk

jest rowniez polaczona krawedzig ciagta, czyli wszystkie
one muszq mie¢ rozne kolory, zatem wierzchotek 4
mozemy pokolorowac¢ na A — k sposobdow, niezaleznie od
kolorowania wierzchotkéw o mniejszych numerach (rys. 3).

Dowod kluczowej wlasnosci jest nieco techniczny

i wymaga przyjrzeniu sie, jak moga by¢ potozone
palindromy w stowie w. Powiemy, ze dwa wierzcholki ¢
oraz j sa sgsiednie, jesli naleza do tej samej sktadowej,
i < j oraz nie istnieje k, ze ¢t < k < j i k tez nalezy
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i przerywanych; rys. 2).

(przy zachowaniu ograniczen na wynikajacych z istnienia krawedzi ciagtych

do tej samej sktadowej. Dowod mozna przeprowadzic,
udowadniajac nastepujace wlasnosci:

o Jesli 4, j sa sasiednie, to wi..j] jest palindromem.

o Jedli 4, j sa sasiednie, x < j oraz x i j sa polaczone
krawedzia ciggla, to x i i tez sa potaczone krawedzig
ciagla (wynika z tego, ze dla danej sktadowej wystarczy
rozwaza¢ krawedzie ciagte wchodzace do jednego
wierzchotka z tej sktadowej — tego o najmniejszym
numerze).

e Jedli x <y < jij jest wierzcholkiem o najmniejszym
numerze ze swojej sktadowej oraz x i j sa potaczone
krawedzia ciggla oraz y i j sa polaczone krawedzia
ciggla, to istnieje taki wierzcholek vy’ ze skladowe;j
wierzchotka y, ze z i y' sa tez polaczone krawedzia
ciagla.

Pozostaje oszacowaé efektywnosé powyzszego algorytmu.

Zbior (nie)rownosci konstruowanych na podstawie

stowa w, a ktore odpowiadaja krawedziom grafu G

moze mie¢ rozmiar O(n?) i taka tez bedzie ztozonosé

czasowa 1 pamieciowa powyzszego algorytmu. Zauwazmy
jednak, ze nierownosci (czyli krawedzi ciaghtych) jest
jedynie O(n), pozostale to réwnosci, czyli krawedzie
przerywane, stuzace do wyznaczenie sktadowych

grafu. Czytelnikom Dociekliwym polecamy zastanowié

sie, jak mozna wykorzysta¢ algorytm Manachera

znajdowania palindroméw w stowie, do zmniejszenia
liczby rozwazanych krawedzi przerywanych do liniowe;.
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