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Rys. 1. Przyktadowa sie¢

dla n = 3, m = 2 o czasach przejazdu
a=1[7,2,5,6]1b=[5,3,7]. Optymalna
trasa o czasie 54+24+3+34+6 =19
zostala przedstawiona kolorowymi
strzatkami. Zauwazmy, ze na
skrzyzowaniu (1,1) wybrany zostal
odcinek alei o czasie przejazdu 3, zamiast
ulicy o czasie przejazdu 2. Algorytm
zachlanny (strzaltki przerywane) znalazlby
tras¢ o czasie 5+ 2+ 2+ 74 7 = 23.
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Rys. 2. Illustracja do dowodu, ze przy
pewnych zatozeniach mozemy zablokowac
ulice 7.
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Rys. 3. Ilustracja dziatania algorytmu
zachlannego.

Informatyczny kacik olimpijski (96): Oblodzone drogi

W tym miesiacu omoéwimy zadanie Icy Roads z obozu w Petrozawodsku z roku 2013.
Sie¢ drogowa w miescie sktada sie z n + 1 pionowych ulic oraz m + 1 poziomych
alei. Chcemy jak najszybciej dostaé sie ze skrzyzowania (0,0) do skrzyzowania
(n,m), pokonujac n + m odcinkoéw drog. Niestety, drogi sa oblodzone i jezdzi sie

po nich do$é¢ wolno: przejechanie jednego odcinka i-tej ulicy zajmuje czas a;, zas
przejechanie jednego odcinka j-tej alei zajmuje czas bj. Nalezy wyznaczy¢ najszybsza
trase przejazdu. Na rysunku 1 przedstawiono przykladowa sie¢ i wyjasniono, dlaczego
algorytm zachlanny, ktory na kazdym kolejnym skrzyzowaniu wybiera te ulice/aleje,
ktora ma mniejszy czas przejazdu, nie jest poprawny.

Pomimo prostego sformutowania, zadanie jest trudne i wymaga kilku pomystowych
obserwacji. Gléwna idea rozwiazania bedzie opieraé si¢ na sukcesywnym blokowaniu
tych ulic/alei, ktérymi nie oplaca sie jezdzi¢. Na poczatek pokazemy, ze jesli jakas
ulica ¢ znajduje sie pomiedzy dwiema ulicami o mniejszych czasach przejazdu, to
mozna ja zablokowaé. Zalézmy, ze w pewnym optymalnym rozwiazaniu przejezdzamy
odcinkami tej ulicy pomiedzy alejami j oraz j + k (rys. 2). Niech ¢ — ¢1 oraz i + ¢2 beda
numerami tych niezablokowanych jeszcze ulic, pomiedzy ktorymi znajduje sie ulica @
(przy pierwszym czytaniu mozna przyjaé¢ {1 = 2 = 1). Zgodnie z zalozeniem mamy
Gi—g; < Qi = Qiyg,. Czas przejazdu wynosi C; = bj - €1+ a; - k+bjyr - f2. Natomiast czasy
przejazdu, gdyby$smy zamiast ulicy ¢ wybrali ulice i — ¢; lub i + {2 wynosza odpowiednio
Cioy = i—gy k+bjpr- (01 +L2) oraz Cigpy = bj - (01 + L2) + aite, - k. Widaé jednak, ze
co najmniej jedna z tych tras ma czas nie wiekszy niz optymalny:

min(Ci—e,, Cite,) < min(by, bjtr) - (01 + €2) + max(ai—e,, aive,) -k < Ci.
Powtarzajac powyzsze rozumowanie, mozemy zablokowaé czes¢ ulic w miescie tak,
ze czasy przejazdu pozostalych beda tworzy¢ ciag unimodalny (najpierw beda maled,
osiaggajac minimum na pewnej ulicy i,, a potem rosna¢). Zauwazmy, ze blokowanie
ulic powoduje, ze odleglosci miedzy kolejnymi niezablokowanymi ulicami moga sie
zwiekszaé (stad koniecznosé uwzglednienia wartosci £1 i 2 w powyzszym dowodzie).
Caly argument mozemy niezaleznie zastosowa¢ do alei (ktore zatem tez beda tworzyc
ciag unimodalny, osiagajac minimum na pewnej alei j, ).

Druga obserwacja jest nastepujaca: optymalna trasa bedzie przechodzila przez
skrzyzowanie (i, j«) najtanszej ulicy z najtansza aleja. (Jesli tak nie jest, to
rozwazamy punkt przeciecia trasy z ulica i, oraz punkt przeciecia trasy z aleja j..
Przejscie pomiedzy tymi punktami po odcinkach ulicy i, oraz alei j,. nie pogorszy
rozwiazania.) Zatem mozemy nasz problem podzieli¢ na dwa niezalezne problemy
szukania trasy ze skrzyzowania (i.,j«) do skrzyzowania (0,0) oraz trasy ze
skrzyzowania (i, j) do skrzyzowania (n,m). Bez straty ogolnosci mozemy wiec
zalozy¢, ze ciagi a i b czaséw przejazdu dla niezablokowanych ulic i alei sa rosnace.

Po6jdziemy jeszcze krok dalej i pokazemy silniejszy warunek na te ciagi, a mianowicie,
ze funkcje ¢ — a; oraz i — b; dla niezablokowanych ulic/alei sa wypukle. Przez Aa;
oznaczmy $redni przyrost czasu na odcinek od ulicy ¢ do nastepnej niezablokowanej
ulicy (analogicznie Ab; dla alei). Zatem dla rysunku 2 mamy (przy dodatkowym
zalozeniu, ze aleje j i j + k sa sasiednie):
Adis, = G = Gty Ag; = Bt =4 Ab; = bjtr — bj_
2 Uy k
Ponownie rozpisujac wzory na czasy przejazdu trasami C;, Ci—¢, i Ciye,, dostajemy, ze
Cile < C; wtw. Abj < Aai,gl, Ci+gz < C; wtw. Abj > Aa;.
Jesli Aa;—¢, = Aa, to co najmniej jeden z powyzszych warunkéw jest spetniony, wiec
min(Ci—¢,, Cite,) < C; i mozna zablokowaé i-tg ulice. Powtarzajac to rozumowanie,
powodujemy w koricu, ze ciagi Aa oraz Ab dla niezablokowanych ulic/alei sg rosnace.

Pora na ostatnia obserwacje: na tak poblokowanej sieci
drogowej mozemy juz stosowaé algorytm zachlanny, tzn.
na kazdym skrzyzowaniu wybieraé¢ te ulice/aleje, ktora

ma mniejszy wspotczynnik sredniego przyrostu czasu.

A konkretnie: bedac na skrzyzowaniu i-tej ulicy z j-ta aleja
wybieramy ulice, jesli Ab; < Aay, a aleje, jesli Ab; > Aaj;.
Dowdd poprawnosci tego algorytmu przeprowadzimy przez
indukcje po i + 5. Dlai + j = n + m teza jest oczywista

(jestesmy na ostatnim skrzyzowaniu i nie mamy co wybierac).

Zaltoézmy zatem, ze algorytm zachlanny dziala poprawnie,
jesli startujemy z dowolnego skrzyzowania (i, j') dla ktérego
i’ + 5’ > i+ j. Ponadto zalézmy (rys. 3), ze jest spelnione
Ab; < Aa;, ale w rozwiazaniu optymalnym wybieramy aleje,
zatem jedziemy do skrzyzowania (i 4+ {2, j). Z wypuklosci
mamy Aa; < Aa;t¢,, zatem tym bardziej jest spelnione
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Ab; < Aajye,, wiec z zalozenia indukcyjnego wynika,

ze w drugim ruchu wybierzemy ulice, przesuwajac sie¢ do
skrzyzowania (i + €2, j + k). Te dwa ruchy kosztowaly nas czas
O’ = by -ly+ay - k. Jednakze rozwigzanie, w ktorym dostajemy
sie do skrzyzowania (i+ /2, j+k) najpierw jadac ulica, a potem
aleja, ma czas C"" = ag - k + by - £5. Nietrudno sie przekonadé,
ze warunek Ab; < Aa; jest réwnowazny temu, ze C” < C'.
To pokazuje, ze istnieje optymalne rozwiazanie, w ktérym
pierwszym ruchem jest wybor ulicy, co konczy dowdd.

Mysle, ze Czytelnicy, ktorzy przebrneli przez powyzszy opis

algorytmu nie beda mieli trudnosci, by zaimplementowac¢ go
w optymalnej zlozonosci czasowej O(n + m).
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