Przyktadowo, maksymalnym fragmentem
ciggu2 —64 —234 —1 —3 jest 4 —234
o sumie 9

Rozwigzanie zadania M 1499.

Tak!

Niech k bedzie taka liczba naturalna, ze
10% > 201621, Rozwazmy liczby
1234567890 - 10% + 1 dla
1=1,2,...,2016%°'% Zapis kazdej z nich
rozpoczyna sie od 1234567890, wiec
zawiera wszystkie dziesieé cyfr.
Jednoczesnie jest to 20162916 kolejnych
liczb naturalnych, wiec jedna z nich jest
wielokrotnoscia liczby 20162016,

O co chodzi w zlozonosSci czasowej
Jakub RADOSZEWSKI

Jesli mam przyblizyé¢ komus pojecie ztozonosci czasowej, zazwyczaj opowiadam mu
nastepujacy problem. Dany jest ciag liczb catkowitych aq,...,a,, a naszym celem
jest znalez¢ jego fragment — czyli spojny podciag — ktoérego suma elementow jest
jak najwicksza. Dokladniej, nalezy napisaé¢ program, ktory wezytuje ciag liczb
catkowitych i wyznacza sume elementéw w takim maksymalnym fragmencie.
Zadanie to mozna zinterpretowac, na przyktad, tak: dla okreslonego ciggu
transakcji na koncie (wplaty, wyplaty) chcemy wyznaczy¢ przedzial czasu,

w ktorym bilans transakcji byt mozliwie najkorzystniejszy.

Nasz ciag najwygodniej reprezentowaé¢ w tablicy. Pierwsze przychodzace na mysl
rozwiazanie moze polegaé¢ na przejrzeniu wszystkich fragmentéow ciagu

i sprawdzeniu, ktéry z nich ma maksymalna sume. W jezyku Pascal taka funkcja
moze wygladaé nastepujaco:

function max fragment(var a : array of Longlnt;
n : LongInt) : Longlnt;
var i, j, k, wyn, suma : Longlnt;
begin
wyn = 0;
for i := 1 to n do
for j := i to n do begin
{rozwazamy fragment ali],...,a[]j]}
suma := 0;
for k := i to j do
suma := suma + alk];
if suma > wyn then
wyn := suma;
end;
max_fragment := wyn;
end;

Czy to jest dobre rozwiazanie? Mozna je chwile potestowaé i stwierdzi¢, ze dla

kilku przyktadow daje poprawne wyniki. Ale dobre to nie tylko znaczy poprawne.
Czy ten program jest szybki? Sprawdzmy!

Na potrzeby tego zadania wygenerowaliSmy trzy testy zawierajace ciagi

o dtugosciach 100, 10000 i 1000 000. Gdy uruchamiamy na tych testach program
oparty na powyzszej funkcji, to na pierwszym z nich dziata w utamku sekundy, ale
dla drugiego i trzeciego trudno doczekaé sie konca jego dziatania.

Nie trzeba bylo jednak uruchamiaé¢ tego programu, zeby domysli¢ sie, ze tak
wlasnie bedzie. Sprobujmy ustalié, ile operacji wykonuje ten program dla danych
wejsciowych rozmiaru n. W programie wystepuje cata gama réznych operacji —
przypisania, operacje arytmetyczne, warunki, petle... — i trudno bytoby to tak
doktadnie policzy¢. Warto wiec ustalié, ktora operacja jest operacjg dominujgcq,
czyli ktoéra operacje wykonujemy najczesciej — i te operacje zliczaé¢. Latwo
zauwazy¢, ze w tym przypadku bedzie to zwickszanie wartosci zmiennej suma. Ile
razy ma to miejsce? Dla kazdego fragmentu a;, ..., a; wykonujemy j —4 + 1 takich
operacji, a zatem lacznie bedzie ich:

n n

SN G-i+1).

i=1 j=i
Po pracowitym przeliczeniu tej sumy, ktorego ogladania darujemy Czytelnikowi,
wychodzi:

én?’ + %nQ + %n
Nietrudno teraz sprawdzié, ze dla n = 100, 10000, 1 000 000 otrzymujemy,
odpowiednio, 171 700, mniej wiecej 1,7 - 10! i mniej wiecej 1,7 - 10'7 operacji.
Biorac pod uwage, ze obecnie komputery moga wykonaé¢ maksymalnie 10° bardzo
prostych operacji na sekunde, widzimy, dlaczego nasz program dziata tak wolno.

W takim razie warto zastanowi¢ sie nad tym, czy nie ma szybszego rozwiazania.
Najbardziej znaczacy skladnik w powyzszym wzorze to, oczywiscie, sktadnik z n3
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Zlozono$¢ czasowa nazywa si¢ takze
ztoZonoscig obliczeniowg lub po prostu
ztozonoscig. Formalnie, notacja O(f(n))
oznacza, ze istnieje taka stata M, ze dla
kazdego n algorytm wykonuje co najwyzej
M f(n) operacji.

Takie bilanse dla ciagu nazywa sie
w algorytmice sumami czesciowymsi lub
prefiksowymsi ciagu.

Rozwigzanie zadania M 1500.

Prosta AM jest prostopadla do KL, wiec
jest nachylona do bokéw prostokata pod
katem 45°. Ponadto kat $rodkowy oparty
na cieciwie KL jest prosty, a stad
XKAL = ¥x45° = xBAM.

D L C
M
K
A B

Czworokat ABK M jest opisany na okregu
o $rednicy AK. W takim razie katy ABM
i AKM sa rowne.
Otrzymujemy, ze trojkaty ABM i AKL
sa podobne. Analogicznie trojkaty AM D
i AKL sa podobne. W takim razie mamy
podobienstwo trojkatow ABM i AMD,
a stad

AB AM

AM — AD’
Bezposrednio stad wynika, ze pole
prostokata ABCD jest rowne
AB-AD = AM? = 1.

i to on w decydujacym stopniu wplywa na to, ze nasz program dziala tak wolno.
7Z tego wzgledu w analizie liczby operacji wykonywane] przez program (czy raczej
algorytm) pomija sie sktadniki nizszego rzedu, co w przypadku wielomianow
oznacza, ze interesuje nas tylko jednomian o najwyzszym wykladniku. Dalszym
uproszczeniem jest pominiecie, zazwyczaj nieduzych, staltych czynnikéw.

W ten sposob uzyskujemy funkcje, ktéra z nieztym przyblizeniem okresla czas
dzialania wynikowego programu. Powiemy wiec, ze nasz algorytm ma ztozonos$é
czasowq O(n3). Przyktadowo, dla trzech podanych wartosci n funkcja n®
przyjmuje wartosci 10%, 10'2 i 10'®, co niezle przybliza dokladnie obliczone liczby
operacji. W dalszej czesci artykutu sprobujemy przekonaé sie, ze pojecie ztozonosci
czasowej pomaga w projektowaniu szybkich programéw.

Intuicyjnie ztozonosé O(n?) wziela sie w powyzszym programie stad, ze
rozpatrujemy wszystkie fragmenty ciggu, ktérych jest z grubsza n2, i obliczamy
sume kazdego z nich, co wymaga maksymalnie n dodawan — tacznie, mniej wiecej,
n? dodawan. Gdyby dalo si¢ szybciej oblicza¢ sume fragmentu, udaloby nam si¢
wykonywaé jedynie mniej wiecej n? operacji. . .

Okazuje sie, ze jest to mozliwe. W rozwiazaniu przydaje si¢ pomyslt z zakresu
ksiegowosci: aby tatwo sprawdzaé, na ile dobry byl dany okres na koncie,
wystarczy po kazdej operacji przechowywaé taczny bilans z wszystkich dotychczas
wykonanych operacji. W ten sposéb do okreslenia sumy danego okresu wystarczy
nam znajomo$¢ bilansu na koniec tego okresu oraz bilansu tuz przed jego
rozpoczeciem. Kod odpowiedniej funkcji znajduje sie ponize;j.

function max_fragment2(var a array of Longlnt;
n : Longlnt) Longlnt;
Longlnt ;
. MAX N] of Longlnt;

var i, j, wyn, suma
bilans array [0
begin
bilans [0] := a[0];
for 1 to n do
bilans[i] := bilans[i — 1] + a[i];
wyn = 0;
for i := 1 to n do
for j := i to n do begin
suma := bilans[j] — bilans[i — 1];
if suma > wyn then
wyn = suma;
end;
max_fragment2 :=
end;

i =

wyn;

Zbadajmy, na ile szybkie jest to rozwiazanie. Uruchomienie go na naszych trzech
testach wykazuje znaczaca poprawe: dla pierwszych dwoch testow wyniki
otrzymujemy prawie natychmiast, choé¢ dla trzeciego znéw nie udaje sie doczekaé
na odpowiedz. A co wykazuje analiza ,teoretyczna” Operacja dominujaca bedzie
teraz dowolna z operacji wykonywanych wewnatrz dwoch zagniezdzonych petli.
Kazda z nich wykonywana jest tyle razy, ile jest mozliwych wyboréw indeksow

lgigjén,czyli
n 1,2 1

razy, co odpowiada ztozonosci czasowej O(n?). Obliczenia wstepne polegaja na
wykonaniu zaledwie n — 1 dodawan, wiec mozna je pominaé¢ w opisie ztozonosci.
Dla n = 102,10%, 10 mamy zatem mniej wiccej 10, 10® i 10'? operacji.

Nie mogliby$my jednak tego wszystkiego pozostawié, nie przedstawiajac
rozwiazania, ktore poradzi sobie z naszym najwickszym testem. Znéw, intuicyjnie,
zlozonoéé czasowa O(n?) powyzszego rozwiazania bierze sie stad, ze rozpatrujemy
wszystkie poczatki i koiice fragmentéw, a kazdych z nich jest n. Postawmy $miale
pytanie: czy daloby sie zamiast tego rozwazaé np. tylko poczatki albo tylko korice
fragmentow?. .. Okazuje sie, ze tak!

W tym celu wystarczy zapytac, jak dla ustalonego korica fragmentu dobraé
poczatek fragmentu, tak aby suma fragmentu byta maksymalna. Bedzie to,
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oczywiscie, taki indeks operacji, przed wykonaniem ktorej bilans na koncie jest
mozliwie najmniejszy!

function max fragment3(var a : array of Longlnt;
n : LongInt) : Longlnt;

var i, j, wyn, suma, min_ bilans : Longlnt;
bilans : array[0 .. MAX N] of Longlnt;
begin
bilans [0] := a[0];
for i := 1 to n do
bilans[i] := bilans|[i — 1] + a[i];
wyn = 0;
min_bilans := 0;
for j := 1 to n do begin
suma := bilans[j]| — min_bilans;
if suma > wyn then
wyn := suma;
if bilans[j] < min_bilans then
min bilans := bilans|[j];
end;
max_fragment3 := wyn;
end;

Tym razem gltéwna petla wykonuje jedynie kilka prostych operacji, wiec
standardowo z pominieciem stalej okreslamy ztozonosé czasowa ostatecznego
rozwigzania jako O(n). I rzeczywiscie, jak mozna sie juz domysli¢, to rozwiazanie
bez problemu radzi sobie z wszystkimi trzema testami.

W tym artykule sprobowalismy w kilku stowach opowiedzie¢, na czym polega

analiza ztozonosci czasowej algorytméw. Celowo pomineliémy kwestie takie jak
Programy i testy opisane w artykule sa doboér odpowiednich typéw danych (czy typ LongInt wystarcza?) oraz ztozonosé
dostepne na stronie deltani.edu.pl pamieciowq, czyli — zndéw przyblizone — okreslenie zuzycia pamieci przez program.

Hexapawn, czyli czego mozna nauczyé pudelka
Kamila LYCZEK

Zamiast analizowac, czy gra jest sprawiedliwa, zamiast szuka¢ najlepszych strategii
Maszyna gérnolotnie bedzie nazywany graczy, mozna stworzy¢ pewna maszyne, ktora cze$é tej pracy wykona za nas.
zestaw pudelek opatrzonych w etykietki, T ba iei obiagnié d " . . iekoni . Nepiei — kot
koraliki oraz stosowna, instrukcje obstugh. rzeba jej objasni¢ zasady, a potem z nia gra¢, niekoniecznie najlepiej — w koricu

jeszcze nie przeanalizowaliémy gry. Maszyna, grajac, zapamietujac i wyciagajac

wnioski z przegranych oraz wygranych (co $miato mozna zakwalifikowaé jako

Uezenie si¢ oznacza adaptacyjne zmiany 4 cxenje sie), predzej czy pozniej zorientuje sie, jak gra¢ mozliwie najlepiej, a wiec

w systemie, w tym sensie, ze w miare

postepu procesu te same zadania ogrywaé nas, o ile to tylkO mozliwe.
wykonywane sa przynajmniej tak samo
dobrze jak we wezesniejszych etapach. Instrukcja gry Hexzapawn dla ludzkich graczy. Gra rozgrywa sie na

szachownicy 3 x 3. Poczatkowe ustawienie przedstawia rysunek 1. Dwaj gracze
(pierwszy — bialy, drugi — czarny) ruszaja sie na przemian. W kazdym ruchu gracz
‘ ‘ rusza sie jednym ze swoich pionkoéw jedno pole do przodu lub, jezeli ma taks
mozliwo$é, moze (nie musi) wykonaé bicie pionka przeciwnika jedno pole po skosie
do przodu. Wygrywa ten gracz, ktory jako pierwszy dotrze swoim pionkiem na
przeciwng, strone szachownicy (na jedno z pol, z ktorych gre rozpoczynat
& & przeciwnik) lub ktéry uniemozliwi jakikolwiek ruch przeciwnikowi (zbije wszystkie
= jego pionki badz go zablokuje).

Rys. 1. Poczatkowe ustawienie w grze

AN 4 4 i
A A
AMA AMA A

Rys. 2. Przykladowa rozgrywka zakoiiczona wygrang gracza czarnego.
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