6 3
Rys. 1. a = (10,8,3,7,5,2,1,6,3)

Dzie¢mi wierzchotka o indeksie i sg te

o indeksach 2i¢ oraz 2i+4+ 1. W druga strone:

dla wierzchotka o indeksie j jego rodzic
ma indeks |j/2] (pascalowo j div 2).

Oczywiscie, sortujemy tablice a[l...n].
Uzywamy tez pomocniczej zmiennej
globalnej m, ktoérej wartos¢ mowi, jak
dtugi prefiks tablicy a jest kopcowy.

Czytanie i proby dokladnego rozumienia
nieswoich programow to zmudne, ale
bezwzglednie konieczne wyzwanie stojace
przed kazdym mlodym programista.
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Rys. 2. Schemat dzialania insert(19)
dla a = (20, 18,16, 14, 12, 10, 8, 6)

Co oznacza dziwna wielka litera O
ttumaczy Jakub Radoszewski na
stronie 10.

Sortowanie przez kopcowanie
Tomasz KAZANA

W tym artykule zaktadam, ze Czytelnik cho¢ troche programowat. W szczegolnosci
zna podstawy jakiegos jezyka programowania, np. Pascala. Jesli to podstawowe
zalozenie jest spelnione, to — jestem o tym przekonany — moge $miato zatozy¢, ze
jest mu znane rowniez pojecie tablicy. Tablica to bardzo wygodny spos6b
reprezentowania w programie ciaggu zmiennych. Na potrzeby tego artykutu
niektore takie tablice (czyli reprezentowane przez nie ciagi) bedziemy uwazaé za
lepsze od innych. Wyréznione tablice bedziemy nazywacé tablicami kopcowymi.
Aby na taki tytul zastuzy¢, musza spelnia¢ nastepujacy warunek: elementy tablicy
zapisane na kartce w kolejnych wierszach petnego drzewa binarnego (tytutowego
kopca) muszq zachowaé porzqdek starszenstwa, tzn. zawsze rodzic musi mieé¢
wartos$¢ wieksza badz rowna swoim dzieciom. Przyktad takiej tablicy znajduje si¢
na rysunku 1. Nietrudno zauwazy¢, ze powyzszy warunek na ,kopcowatosé” tablicy

a[l...n] daje sie opisac algebraicznie: zawsze a[ | > a[2i] oraz ali] > a[2i + 1], o ile
tylko indeksy mieszcza sie w zakresie 1...

Przedstawilismy juz gtéwnego bohatera, teraz czas na fabule. Chcemy sortowac.
To znaczy: poprzestawia¢ elementy danej (dowolnej, niekoniecznie kopcowej)
tablicy tak, aby tworzyly ciag niemalejacy. Zadanie wykonamy w dwoch fazach.
Najpierw pomieszamy elementy, aby utworzyly tablice kopcowa. Dopiero wowczas,
w fazie drugiej, zajmiemy sie sortowaniem wlasciwym. Pelny kod naszego
rozwiazania reprezentuja trzy procedury: sortowanie, insert, deletemax, ktore
podajemy zapisane w jezyku Pascal. Na pierwszy rzut oka moga one wydawaé sie
dos¢ skomplikowane. Mam jednak nadzieje, ze ponizsze intuicje pozwola zrozumied,
jak dokltadnie dziala nasz program.

Faza pierwsza realizowana jest za pomoca petli. Po jej i-tym obrocie podtablica
a[l...i] jest zawsze tablica kopcowa! Zeby sie o tym przekonaé, doktadnie
przemysl dziatanie procedury insert. Idea jest bardzo prosta: powiekszamy
aktualna tablice kopcowa o jeden element, po czym poprawiamy drzewo binarne,
analizujac $ciezke drzewa od nowego elementu a[i] do korzenia a[1]. Rysunek 2
powinien by¢ pomocny.

Faza druga jest troche podobna. Ponownie najwazniejsza jest petla i nastepujacy
niezmiennik: gdy indeks petli jest réwny j, to podtablica a[l ... j] jest tablica
kopcowa, a elementy a[j + 1...n] sa poprawnie posortowane. Aby w to uwierzy¢,
trzeba oczywiscie przeanalizowaé¢ dzialanie procedury deletemax. Jej zadaniem
jest zamieni¢ najwiekszy element tablicy kopcowej (czyli zawsze a[l]) z ostatnim
(czyli a[m]) oraz poprawienie (rysunek 3) reszty tak, aby wciaz stanowila tablice
kopcowa (choé¢ o jeden element krotsza).

Powyzszy algorytm ma dwie bardzo pozytywne cechy. Po pierwsze: jest bardzo
szybki. Kazde pojedyncze wywotanie procedury insert czy deletemax zajmuje
czas O(logn) (dlaczego?), a wiec taczny czas dzialania sortowania przez
kopcowanie to O(nlogn). Przy pewnych rozsadnych zalozeniach da sie udowodnié,
ze to optymalny wynik. (Wiekszos$¢ narzucajacych sie prostych rozwiazan dziata
w czasie O(n?).) Druga zaleta prezentowanego algorytmu jest ztozonosé
pamieciowa. Poza danymi wejSciowymi (tablica a) potrzebujemy ledwie kilku
dodatkowych zmiennych lokalnych. Stad moéwi si¢ czasem, ze sortowanie przez
kopcowanie dziata w miejscu.
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Rys. 3. Schemat dzialania deletemax dla a = (20, 18,16, 14, 12)
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Poza samym zaprezentowanym (dosé¢ szybkim i eleganckim) algorytmem
chcialbym zwroci¢ uwage Czytelnika na pewna idee, ktora za nim stoi. Mysle tu
o idei abstrakcyjnych struktur danych. Przyktadem takiej struktury jest wlasnie
kopiec. Z lotu ptaka o kopcu (tablicy kopcowej) mozna mysleé jak o takim
wirtualnym czarnym pudetku, o zawartosci ktorego wcale nie musimy zbyt wiele
wiedzie¢. Pomyslmy o sytuacji, w ktorej nie chciato nam sie analizowaé¢ dziatania
procedur insert oraz deletemax. Wiemy tylko, ze pierwsza z nich doktada
element do czarnego pudetka, a druga — wyciaga najwickszy. Dodatkowo
poinformowano nas, ze obie dzialaja szybko (w czasie proporcjonalnym do
logarytmu z liczby elementéw w pudetku). To juz wystarczy do zrealizowania nie
tylko sortowania w czasie O(nlogn), ale i napisania np. programu do obstugi
harmonogramu zadan, w ktérym nieustannie pojawiaja sie nowe pozycje,

z réznymi priorytetami, a komputer decyduje, czym sie w danej chwili zajaé¢. Takie
myslenie (zapominamy o wnetrzu struktury danych i tylko patrzymy na jej
funkcjonalno$é¢) nazywamy abstrahowaniem i ono jest absolutnie solg calej
algorytmiki. Nie bez powodu wiekszosé kursow i podrecznikéw algorytmiki nosi
tytul ,,Algorytmy i struktury danych”.

Swiat abstrakcyjnych struktur danych to nie tylko kopce, ale i stosy, drzewa
czerwono-czarne, kolejki czy miotly. Pickne nie tylko z nazwy, ale i dzigki
pomystowym implementacjom.

procedure sort ; procedure deletemax;
var j integer; var k, p, r integer;
begin begin
m:= 1; r = alm];
for j := 2 to n do insert(af[j]); {faza 1} alm|] := a[l];
for j := n downto 2 do deletemax; {faza 2} all] = r;
end; m:= m — 1;
k = 1;
while (k <= m div 2) do
procedure insert(v: integer); begin
var k, p integer; p = 2 % k;
begin if (p < m) then
m:=m+ 1 if a|p] < alp + 1] then p := p + 1;
alm| = v; if r >= a[p| then break;
k := m div 2; alk] = a[p];
b= k := p;
while (k > 0) and (alk] < v) do end;
begin alk] := r;
alp| = alk]; end;
p = k;
k := k div 2;
alp] = v;
end;
end;

Dziwna liczba gwiazdek foremnych

Gwiazdka foremna to lamana zamknicta, wpisana w okrag i ztozona z jednakowej
dtugosci cieciw, ale niebedaca wielokatem foremnym. Nie trzeba dlugo sie
zastanawiaé, by stwierdzié¢, ze odcinki takich tamanych musza sie przecinaé.

Kazdy tatwo sprawdzi, ze obok narysowane sa wszystkie gwiazdki majace nie
wiecej niz 8 wierzcholtkow.

Jesli lista wszystkich dzielnikow pierwszych liczby n to py, pa, ..., pr (uwaga, na
liscie nie ma powtoérzen, np. 64 ma liste zlozona z jednej liczby), to liczba
gwiazdek foremnych majacych n wierzchotkéw dana jest wzorem

n‘(p1—1>.<p2—1>_ ‘<pk—1>1
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Ale dlaczego akurat tyle?
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