Informatyczny kacik olimpijski (95): Optymalna trasa lazika
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Tym razem na warsztat wezmiemy zadanie Remote Rover, ktore pojawito sie na jednym
z konkurséw TopCoder w roku 2005. Naszym zadaniem jest znalezienie najszybszej
trasy dla marsjanskiego tazika poruszajacego sie po zréznicowanym terenie. Teren ten
mozemy przedstawié jako prostokat, w ktorym poczatkowe potozenie tazika i punkt
docelowy sa jego przeciwlegltymi wierzchotkami. Prostokat jest podzielony na n
poziomych paséw o roéznej szerokosci; kazdy z paséw charakteryzuje sie inna predkoscia
maksymalna, ktéra moze osigga¢ na nim lazik. A konkretnie: i-ty pas jest ograniczony
prostymi y = y;_1 oraz y = y;, a tazik moze na nim jechaé¢ z predkoscia v;.

Na rysunku obok przedstawiono przykladowy teren, w ktorym szukamy najszybszej drogi miedzy
punktami (zo,y0) = (0,0) i (zn,yn) = (10,6). Podzielony jest na n = 3 pasy, o kolejnych
szerokosciach 1, 31 2 (wyznaczone przez proste y1 = 1 1 y2 = 4) i predkosciach przejazdu v1 = 10,
vy =5 iwg = 7,5. Czas przejazdu droga w linii prostej wynosi 1,879, najkrotszy zas czas
przejazdu rowny 1,704 uzyskamy, jadac dluzej pasem dopuszczajacym wieksza predkosé tazika,
a konkretnie przejezdzajac przez zaznaczone kolorem punkty (z1,y1) = (6,097, 1)

i(z2,y2) = (7,799,4).

Jest jasne, ze najszybsza droga miedzy dwoma punktami na ptaszczyznie przebiega po
linii prostej, ale tylko w przypadku terenu o jednakowej charakterystyce. Tak wiec jesli
wyznaczymy punkty (x1,y1),..., (@n—1,Yn—1), przez ktore tazik bedzie przejezdzal,
zmieniajac pasy, to droga bedzie prowadzi¢ odcinkami laczacymi te punkty.

Czas potrzebny na pokonanie tej drogi wyraza sie wzorem
Z V(i —2i 1)+ (yi —yi1)?
v; ’

1<i<n
Naszym zadaniem jest znalezienie zmiennych z1, ..., z,—1 minimalizujacych wartos¢
funkcji T'. Odpowiada to znalezieniu punktu, w ktérym zeruja sie wszystkie pochodne

T(x1,.. ., Tp_1) =

czastkowe funkcji 7'. Pochodna po zmiennej z; jest nastepujaca:
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Jesli przez 0; oznaczymy kat pomiedzy linig pionowa a odcinkiem taczacym punkty
(i—1,%i—1) 1 (x4,v;), to dostaniemy
Ty — Ti—1

= sin Hi,
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zatem pochodna po z; upraszcza sie do
or _ sinf; sinf;q
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Jesli wiec pochodne czastkowe wzgledem wszystkich zmiennych x1,...,x,_1 maja by¢

réowne zero, to musi by¢ spelniony nastepujacy uklad réwnan:

. Uy . .
(*) sinf; 1 = L Gin 6, dlal <i<n.
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Zauwazmy, ze ustalenie wartosci 1 powoduje jednoznaczne wyznaczenie pozostalych
wartosci katow, a to z kolei wyznacza nam wartosci zmiennych x1(61),...,2,—1(01)

oraz pewng wartos¢ zmiennej xn (61), przy czym niekoniecznie réowna dlugosci
prostokata. Innymi stowy, przy ustalonym 607 uklad () okresla, jakie warunki musi
spelniaé¢ najszybsza droga do gornego boku prostokata, a uzyskana wartosé¢ xn (61)
oznacza polozenie ostatniego punktu na tej drodze. Widac, ze xn(61) jest monotoniczna
funkcja zmiennej 0, (zwiekszenie 67 powoduje zwiekszenie wszystkich pozostalych
katow), wiec mozemy zastosowaé¢ wyszukiwanie binarne, aby znalezé taka wartosé

01 €0, %), ze xn(01) = xn. Nalezy jednak pamietaé o przypadku, gdy dla duzych
katow przy rozwiazywaniu ukladu (x) rozwiazanie nie bedzie istnie¢ (gdy prawa strona
jednego z rownan bedzie wieksza niz 1).

Na koniec wspomnijmy, ze wzor (x) moze by¢ znany Czytelnikom z lekcji fizyki, gdzie
pod nazwa prawa Snella opisywal zmiane kierunku biegu promienia $wiatta przy
przejéciu przez granice miedzy dwoma o$rodkami o réznych wspotezynnikach zalamania
(zaleznych od predkosci §wiatla w tych osrodkach). Jaki jest zwiazek miedzy naszym
zadaniem, a zachowaniem sie $wiatta w réznych osrodkach, pozostawiamy Czytelnikom

do samodzielnego zbadania.
Tomasz IDZIASZEK
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