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Rys. 1. Przyktad dla cyklu o n =4
wierzcholkach i zapotrzebowaniach

na kolory w; =1, we =4, wg = 2,

wyg = 3. Do pokolorowania go wystarczy
K = 6 réznych koloréw.
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Rys. 2. Przyklad dla n =7
wierzchotkéw, z ktérych kazdy
potrzebuje dwéch koloréw (w; = 2).
Zgodnie z algorytmem potrzebujemy
K’ = max{4, 1]} = 5 koloréw.
Poniewaz k = 2, wiec wierzchotki
v1,v2,v3,v4 kolorujemy cyklicznie,
a wierzchotki vs, vg, vy zgodnie

z parzystoscig.

Informatyczny kacik olimpijski (91): Kolorowanie cyklu

Zagadnienie kolorowania cyklu niejednokrotnie pojawiato si¢ na konkursach
programistycznych, m.in. na Mistrzostwach Europy Srodkowej w Programowaniu
Zespolowym (zadanie Beijing Guards z roku 2004), czy tez Mistrzostwach Polski
w Programowaniu Zespolowym (zadanie Sfoneczna wyspa z roku 2010). Dany
jest cykl o n wierzchotkach vy, ..., v,, ktorym trzeba tak przyporzadkowaé
kolory, by:

(1) wierzcholek v; dostal doktadnie w; réznych koloréw;
(2) kazda para sasiadujacych wierzcholkéw dostala roztaczne zestawy koloréw;
(3) liczba uzytych réznych koloréw byla jak najmniejsza.

Zadanie to ma bardzo proste rozwiazanie w przypadku cyklu o dlugosci
parzystej. Do pokolorowania pary sasiadujacych wierzchotkow v; 1 v;41
potrzebujemy w; + w;1 réznych koloréw (zakladamy dla uproszczenia, ze
Wp41 = wy). Zatem w sumie potrzebujemy ich co najmniej

K =max{w; +wit1 |i=1,...,n}.
Okazuje sig, ze tyle réznych koloréw wystarczy. Jesli oznaczymy te kolory
kolejnymi liczbami naturalnymi 1, 2,..., K, to wierzchotkom o numerach
parzystych mozemy przyporzadkowaé poczatkowe kolory z listy, a wierzchotkom
o numerach nieparzystych — kolory z konca listy. Innymi stowy, wierzcholek i-ty
dostanie kolory {1,2,...,w;}, jesli ¢ jest nieparzyste, lub kolory
{K —w;+1,...,K}, jesli i jest parzyste (patrz rysunek 1). Zauwazmy, ze
powyzszy algorytm dziala nie tylko dla cyklu o dlugoéci parzystej, ale réwniez dla
Sciezek, drzew i w ogdélnosci dla dowolnych graféw dwudzielnych.

W przypadku cyklu o dlugosci nieparzystej n = 2m + 1 powyzsze rozwiazanie
nie dziata. Juz dla n = 3 widzimy, ze potrzebne jest wi + wa + w3 ré6znych
koloréw. W ogélnym przypadku musimy sumarycznie wykonaé¢ W =31 | w;
przydzialéw koloréw. Poniewaz najwigkszy zbiér niezalezny na cyklu (tzn. zbiér
wierzchotkéw niepolaczonych krawedziami) ma rozmiar m, wiec kazdy kolor
przydzielimy do co najwyzej m wierzcholkéw. Potrzebowaé wiec bedziemy
co najmniej [%] r6znych koloréw. Okazuje sie, ze wystarczajaca liczba
koloréw to

K’ = max {K, {%] }

Niech k bedzie taka najmniejszg liczba, ze legrl w; < kK'. Liczba ta istnieje,
bo w szczegdlnosci nieréwnosé powyzsza jest spelniona dla k = m. Podzielimy

teraz wierzchotki cyklu na dwie grupy, ktore bedziemy kolorowaé¢ na dwa rézne
sposoby (patrz przyklad na rysunku 2). Wierzcholki vy, va, . . ., v kolorujemy
cyklicznie, tzn. po kolei nadajac im kolory z listy

1,2,...,K', 1,2,....K', 1,2,...,K', ...
Natomiast wierzchotki vog41, ..., v, kolorujemy, uzywajac metody dla cyklu

dhugosci parzystej, tzn. wierzchotkom nieparzystym przyporzadkowujemy kolory
{K' —w; +1,...,K'}, a wierzcholkom parzystym kolory {1,2,...,w;}.

Pozostaje wykazaé, ze konce krawedzi taczacych te dwie grupy wierzchotkéw sa
pokolorowane poprawnie. Dla krawedzi vyv,, jest prosto: wierzchotek v; uzywa

koloréw {1,...,w}, a wierzchotek v,, koloréw {K' —w,, +1,..., K'}, wiemy tez,
ze K' > wy + w,. Dowdd dla krawedzi vepvory1 jest trudniejszy. Poniewaz
2k—1 2k+1

(k-1K' < Z w; oraz Z w; < kK,
i=1 i=1

wiec wierzchotkowi vy zostana przypisane kolory ze sp ’kjnego przedziatu liczb
naturalnych {a + 1, +2,..., a + wa }, gdzie a = (23:1_1 w;) mod K’. Ponadto
spelnione jest o + woy + wory1 < K’, wiec zaden kolor z tego przedziatu nie jest

kolorem ze zbioru koloréw {K’ — wary1 + 1,..., K'} przypisanych do vogy1.
Powyzszy algorytm wyznaczajacy kolorowanie cyklu ma zlozono$é czasowa O(n).
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