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Rys. 1. Przykladowy graf o n =13
wierzchotkach. Dla k = 2 najbardziej
oplaca si¢ zadzwonié do klienta 12 (co
spowoduje, ze o promocji dowiedzg si¢
klienci 12, 11, 9 i 10) oraz jednego

z klientéw 5, 7 lub 8 (co poinformuje
dodatkowych pigciu klientéw).
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Rys. 2. Drzewo skonstruowane
na podstawie grafu z rysunku 1.
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Rys. 3. Kolejne liscie znajdowane przez
algorytm zachtanny to, na przyktad, 8, 12,
5, 7 i 13. Kolorem zaznaczono wierzchotki
osiggalne dodawane w kolejnych fazach
algorytmu.

Informatyczny kacik olimpijski (89): Darmowe rozmowy

W tym miesigcu rozwigzemy zadanie Darmowe rozmowy z Obozu Naukowo-
-Treningowego im. Antoniego Kreczmara w roku 2011. Firma telekomunikacyjna,

chcac poinformowaé swoich klientow o nowej promocji, zlecita jednemu ze swoich
pracownikow, aby osobiscie zadzwonit on do niektorych klientéw. Klientéw jest n,

a ponadto kazdy z nich moze zadzwoni¢ do jednej ustalonej osoby za darmo. Pracownik
wychodzi z zatozenia, ze promocja jest tak $wietna, ze kazdy klient, ktory sie o niej
dowie, bedzie chcial sie podzieli¢ ta wiedza z kims$ innym, ale ze ludzie sg z natury
oszczedni, poinformuje on tylko te osobe, do ktérej moze zadzwonié bezptatnie.
Pracownik ma czas wykonaé k telefonéw do klientéw. Nalezy wyznaczyé, do ktérych
powinien zadzwonié, aby zmaksymalizowaé liczbe os6b, ktore dowiedzg, sie o promocji.

Zbiér klientéw mozemy przedstawié jako graf skierowany o n wierzchotkach, w ktérym
istnieje krawedz od wierzchotka ¢ do wierzchotka j, jesli klient ¢ moze za darmo zadzwonié¢
do klienta j (rys. 1). Zatem zadzwonienie do klienta ¢ spowoduje, ze klienci odpowiadajacy
wszystkim wierzchotkom osiggalnym z wierzchotka i dowiedza si¢ o promocji.

Graf skierowany, w ktérym z kazdego wierzchotka wychodzi dokltadnie jedna krawedz,
ma do$¢ specyficzna strukture: kazda jego spéjna sktadowa jest cyklem

z podoczepianymi drzewami. W przypadku naszego zadania mozemy te¢ strukture
jeszcze uprosci¢, konstruujac skierowane drzewo o tej wlasnosci, ze z optymalnego
rozwiazania dla drzewa tatwo odtworzymy optymalne rozwigzanie dla pierwotnego
grafu. Mianowicie kazda sktadowa zastepujemy pojedyncza Sciezka o tej samej dtugosci
co cykl w tej sktadowej, a do konica tej Sciezki podczepiamy wszystkie drzewa

ze sktadowej. Na koncu za$ wszystkie $ciezki podczepiamy do nowego wierzchotka 0
(rys. 2). Pokazanie odpowiedniosci miedzy rozwiazaniami dla drzewa i pierwotnego
grafu pozostawimy jako nietrudne ¢wiczenie dla Czytelnikow.

W tym momencie nasze zadanie jest nastepujace: chcemy wybraé¢ k wierzchotkdw

w skierowanym drzewie tak, aby liczba wierzchotkéw z nich osiagalnych byta jak
najwieksza. Na poczatek poczynmy dwie oczywiste obserwacje: wybierajac wierzchotki,
wystarczy ograniczy¢ sie do liSci w drzewie (w szczegblnosci bez straty ogdlnosci
mozemy zalozyé, ze k jest nie wigksze niz liczba lisci). Ponadto w przypadku k = 1
nalezy wybraé ten z lisci, ktéry lezy w najdalszej odleglosci od korzenia drzewa. Okazuje
sie, ze réwniez dalej dziata podejscie zachtanne: kolejne liscie optaca si¢ wybieraé tak,
aby lezaly jak najdalej od zbioru wierzchotkéw juz zaznaczonych (rys. 3).

Pomyst ten mozemy zaimplementowaé nastepujaco: wykonujemy k faz algorytmu.
Zakladamy, ze na poczatku i-tej fazy mamy zaznaczony w drzewie zbidér S;
wierzchotkéw osiggalnych z liSci wybranych w poprzednich fazach. W fazie obliczamy
odlegtosci pozostalych wierzchotkdéw do zbioru S;, wybieramy li$¢ o najwigkszej
odleglosci i zaznaczamy wszystkie wierzchotki z niego osiggalne. Pojedyncza faze
wykonujemy w czasie O(n), zatem caly algorytm dziala w czasie O(kn).

Rozwiazanie to mozna przyspieszy¢. Wierzchotki dodawane w kolejnych fazach tworza
$ciezki. Kazda krawedz takiej Sciezki wchodzaca do danego wierzchotka wychodzi

z jednego z tych jego synéw, ktérych poddrzewa maja najwigksza gtebokosé. Mozemy
zatem obliczy¢ wszystkie te $ciezki w czasie O(n), przegladajac drzewo od lisci w gore,
dla kazdego wierzchotka pamigtajac glebokosé jego poddrzewa. Nastepnie wybieramy
k najdtuzszych $ciezek, sortujac ich dtugosci przez zliczanie.

A jak udowodnié poprawnosé¢ rozwiazania zachtannego? Niech R; bedzie zbiorem
wierzchotkéw, ktoére leza w odlegtosci j od najblizszego liScia. W szczegdlnosci Ro

jest zbiorem lisci i z tego zbioru chcemy zaznaczyé pewne k wierzchotkéw. Poruszajac
sie w goére drzewa z tych wierzchotkéw, zaznaczymy ich rodzicéw, ktérzy znajduja sie

w zbiorze Ri, przy czym oplaca nam si¢ tak wybraé liscie, aby zbiér tych rodzicow byt
jak najwiekszy. Oczywiscie, bedzie on mial rozmiar co najwyzej min(|R1 |, k). W ogdlnosci,
ze zbioru R; zaznaczymy co najwyzej min(|R;|, k) wierzchotkéw. Zalézmy, ze zbidr S; jest
optymalnym rozwigzaniem dla ¢ = k, to znaczy, ze dla kazdego j w zbiorze R; zaznaczamy
doktadnie min(|R,|,%) wierzchotkéw. Jesli lis¢ wybrany w i-tej fazie algorytmu lezy

w odlegtosci £, to znaczy, ze z kazdego ze zbioréw Ry, ..., R¢—1 zaznaczymy po jednym
wierzchotku, natomiast wszystkie wierzchotki w zbiorach Re, Rey1, ... sa juz zaznaczone
(wiec ich rozmiary sa nie wieksze niz ¢). Wynika z tego, ze zbidér S;+1 jest tez
optymalny, bo dla kazdego j w zbiorze R; zaznaczymy min(|R;|,i + 1) wierzchotkéw.

Co ciekawe, powyzszy dowdd daje nam prostsze rozwigzanie w przypadku, gdy
interesuje nas tylko maksymalna liczba klientow, ktoérzy dowiedza si¢ o promoc;ji.
Wystarczy bowiem w czasie O(n) wyznaczy¢ rozmiary zbioréw R;.
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