Informatyczny kacik olimpijski (88): Wyktladzina
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Rys. 1. Prawie pusty prostokat dla pola
(8,5) zawiera zabronione pole (7,5) ale
nie zawiera zabronionego pola (3,5),
wiec ma wysokos¢ od hy =2 do he = 5.
Kandydaci znajdowani przez algorytm
majg rozmiary: 5 X 2, 4 X 4, 3 X 5 oraz
2 x 8.

W zeszlym miesiacu zajmowaliSmy sie uogdlnieniem nastepujacego zadania: dla

X danego kwadratu rozmiaru n x n podzielonego na n? pél, z ktérych niektére byty
zabronione, nalezalo znalez¢ prostokat o najwigkszym polu, ktéry nie zawierat

X zadnego zabronionego pola. W tym numerze rozwazymy jeszcze inna wariacje tego
X zadania, a mianowicie bedziemy szukaé¢ najwigkszych prostokatow, ktore zawieraja
co najwyzej K zabronionych pdl (nazwiemy je prostokatami prawie pustyms).

X Na poczatek rozwazymy przypadek K = 1, ktory byl tredcia zadania Wykladzina

z finalu Potyczek Algorytmicznych 2014. Zakladamy, ze Czytelnicy sa zaznajomieni
z algorytmem szukania najwigkszego pustego prostokata opisanym w poprzednim
numerze (a pomocna moze byé réwniez znajomosé technik opisanych w kaciku

z numeru 12/2013). Przypomnijmy, ze w tamtym algorytmie ustalaliémy wiersz i
zawierajacy dolny bok szukanego pustego prostokata i rozwazalismy kolejne
kolumny j, trzymajac na stosie zbiér elementéw opisujacych obszar, w ktérym moze
znajdowac si¢ lewy gdérny rég pustego prostokata o prawym dolnym rogu w polu (4, 7).

Ustalmy teraz, ze szukamy prawie pustego prostokata o dolnym boku w wierszu ¢
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Rys. 2. Wysokoéci prostokatéw dla
K = 2 i przedzialu kolumn ¢ =4, j =7
sg nastepujace:
k o 1 2
rilk, i, j] 0o 1 3
rolk, 1, j] 2 4 4

dziala w czasie O(n?).

Zadanie to ma réowniez ciekawe rozwigzanie randomizowane,
w ktorym algorytm szukania najwigkszego pustego
prostokata wykorzystujemy bardziej bezposrednio.
Wykonujemy f iteracji; w kazdej z nich kazde zabronione
pole zamieniamy, niezaleznie z prawdopodobienstwem p,

na pole niezabronione. Nastepnie szukamy najwickszego
pustego prostokata. Zauwazmy, ze ustalony maksymalny
prawie pusty prostokat, zawiera jedno zabronione pole oraz
opiera sie na trzech zabronionych polach (nie na czterech, bo
ustalamy réwniez dolny bok tego prostokata). Zatem jesli
zamienimy pole w $rodku oraz nie zamienimy pél na bokach
(co wydarzy sie z prawdopodobiehstwem p(1 — p)?),

to ten prawie pusty prostokat zostanie znaleziony przez
algorytm szukania najwigkszego pustego prostokata.
Prawdopodobienstwo znalezienia jest najwieksze dla p =
i wynosi okoto %. Zatem po f = 40 iteracjach
prawdopodobiefistwo znalezienia ustalonego (a zatem tez
tego o najwiekszym polu) prawie pustego prostokata wynosi
1—(2) ~098.
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Zauwazmy, ze nasz algorytm moze znajdowaé rowniez
prostokaty, ktére zawieraja wiecej niz jedno zabronione
pole. Latwo sobie z tym poradzimy, sprawdzajac ile
zabronionych pdl zawiera kazdy znaleziony kandydat (jak
to zrobi¢ w czasie stalym zostawimy jako nietrudne zadanie
dla Czytelnikéw, wymagajace wykorzystania

tzw. dwuwymiarowych sum prefiksowych). Ostateczna
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i zawierajacego jedno zabronione pole w kolumnie j. Zatem prostokat taki bedzie
mial wysokos$é miedzy hy = d[i,j] + 1 a he = hy + d[i — hy, j], gdzie d[i, j] to liczba
niezabronionych pdl lezacych na i powyzej pola (4, j) do pierwszego zabronionego
pola (rys. 1). Zalézmy tez, ze obliczyliSmy stos dla obszaru obejmujacego kolumny
1,2,...,7 — 1 oraz symetryczny stos dla kolumn n,n —1,...
z tych stoséw elementy wyzsze niz ho (zostawiajac co najwyzej po jednym elemencie
wyzszym niz hy). Wszystkich kandydatéw na prawie pusty prostokat mozemy znalezé
podczas usuwania z tych stoséw elementéw o wysokosciach pomiedzy hso a hy.

,J + 1, a takze usuneliSmy

Aby uzyskaé¢ optymalna zlozonosé, wykonujemy jedynie dwa przebiegi oryginalnego
algorytmu (jeden od lewej do prawej, a drugi od prawej do lewej), spamietujac dla
kazdej kolumny j liste prostokatéw usuwanych ze stosu podczas przetwarzania tej
kolumny. Nastepnie kandydatéw na prawie puste prostokaty dla kolumny j
uzyskujemy, przegladajac te listy. Dla ustalonego wiersza i praca algorytmu jest
ograniczona przez O(n) (tylko tyle elementéw bedzie na stosie), zatem caly algorytm

ztozono$é czasowa to O(fn?). Dla pelosci dodajmy, ze
rozwiazanie randomizowane tatwo uogdélni¢ na przypadek
K > 1, ale nie bedzie to zbyt praktyczne, gdyz f rosnie
wtedy wykladniczo wzgledem K.

Aby rozwigzaé¢ ogdlny przypadek K > 1, uzyjemy metody
wdziel i zwyciezaj”. Podzielimy kwadrat pozioma prosta
na dwie rowne czesci, w ktérych rekurencyjnie znajdziemy
najwieksze prawie puste prostokaty w catosci zawarte

w tych czedciach. Pozostana do rozwazenia prawie puste
prostokaty przecinajace prosta (rys. 2). Dla kazdego k < K
oraz dla kazdej pary kolumn 1 < ¢ < j < n znajdzmy
wysokos$¢ r [k, i, j] maksymalnego prostokata znajdujacego
sie w gbrnej czesci, ograniczonego prostg oraz kolumnami
i, j 1 zawierajacego k zabronionych po6l — nie jest trudno
zrobié to w czasie O(kn?). Nastepnie zrébmy to samo dla
dolnej czescei, dostajac wartodci o[k, ¢, j]. Maksymalny
prawie pusty prostokat przecinajacy prosta ma rozmiar
maxiﬁj(j +1-— Z) . (maxkl+k2<K 71 [kl,i,j] + Tg[kg,i,j}).

Jesli oznaczymy przez T'(n) czas dzialania algorytmu dla
kwadratu o boku n, to dostajemy nastepujaca rekurencje:
T(n) = 4T (n/2) + 30(kn?) (najpierw dzielimy kwadrat

na dwie prostokatne czesci, a potem kazda z nich pionowa
prosta na dwa kwadraty o bokach n/2). Rozwiazanie tej
rekurencji (a zatem zlozono$é czasowa calego algorytmu) to
T(n) = O(kn?logn).
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