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Rys. 1. Skierowane pokrycia cyklowe
(wyréznione strzatkami) w grafie G

odpowiadajgce permutacjom mq i ma.

Zliczamy skojarzenia (II).
O planarnosci i algorytmie FKT
Tomasz IDZIASZEK

W pierwszej czesci tego artykulu pokazali$my, ze dla szczegdlnej klasy grafow (kraty
iich podgrafy), istnieje dzialajacy w czasie wielomianowym algorytm, ktéry wyznacza
liczbe doskonalych skojarzen dla dowolnego grafu z tej klasy. Ten wynik mozna
uogdblnié¢ na szersza klase graféw — a konkretnie na grafy planarne, czyli takie, ktore
mozna narysowac na plaszczyznie tak, by zadne z ich krawedzi si¢ nie przecinaly.

Majac dowolny nieskierowany graf planarny G, zawierajacy N wierzchotkéw
V1,...,UN, rozwazymy jego (symetryczng) macierz sasiedztwa A = (a; ;) rozmiaru

N x N, w ktérej a; ; = 1, jesli wierzchotki v; oraz v; sg polaczone krawedzig.
Przykladowo, ponizszy graf o odmiu wierzchotkach, majacy cztery doskonale
skojarzenia (dwa zawierajace krawedz vsvy i dwa jej niezawierajace), ma nastepujaca
macierz sasiedztwa.
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Podobnie jak w pierwszej czesci, naszym gléwnym narzedziem bedzie obliczenie
permanentu pewnej macierzy zwiazanej z grafem, przy uzyciu algorytmu liczenia
wyznacznika jeszcze innej macierzy. Zaréwno permanent, jak i wyznacznik, beda
sumami iloczynéw odpowiadajacych kazdej permutacji wierzchotkéw grafu.

Na poczatek zastanéwmy sie zatem, jakiemu obiektowi w grafie G odpowiada
permutacja wierzcholkéw =, dla ktérej iloczyn [ a; ;) jest rowny 1. Dla kazdego
czynnika a; ;) = 1 wyréznijmy w grafie skierowana krawedz z wierzchotka v; do
wierzchotka vy(;). Poniewaz 7 jest permutacja, wigc kazdy z wierzcholtkéw bedzie
mial wyrézniong dokladnie jedng krawedz wychodzaca i doktadnie jedna wchodzaca.
Zatem wyrdznione krawedzie beda tworzyly skierowane pokrycie cyklowe (rys. 1).
Innymi slowy, permanent macierzy A bedzie oznaczal ich liczbe:

liczba skierowanych pokry¢ cyklowych = perm(A).

I w tym momencie to wlasnie te pokrycia beda nas najbardziej interesowaly

(a dlaczego, to wyjasni si¢ pod koniec artykutu). W szczegdlnosci, pokazemy teraz
ciekawa konstrukcje, ktéra pozwoli nam policzy¢ te skierowane pokrycia cyklowe,
ktére zawierajg jedynie cykle dtugosci parzyste;j.

Zamiast symetrycznej macierzy A do reprezentowania grafu G mozemy réwnie dobrze
uzy¢ antysymetrycznej macierzy A’, w ktérej a; ; = +1, jesli wierzcholki v; oraz v; sa
polaczone krawedzig, oraz a; ; = —a;; (dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze a; ; = 1
dla i < j). Innymi stowy, kazdej krawedzi v;v; przypisujemy etykiete 1 lub —1, ktéra
bedziemy ,,odczytywac”, przechodzac ta krawedzia z v; do v; (a przechodzac ja

w odwrotnym kierunku, odczytamy etykiete przeciwna). Obchodzac dowolny cykl

w grafie G, bedziemy mnozy¢ etykiety jego krawedzi, uzyskujac wklad, jaki daje ten
cykl do iloczynu [] a; x(i)- Oczywidcie, jesli przejdziemy taki cykl w odwrotnym
kierunku, to jego wklad przemnozy sie przez (—1)°, gdzie s jest dlugoscia cyklu,

w szczegblnosci zmieni znak dla cyklu nieparzystej dlugosci. Dla skierowanego
pokrycia cyklowego odpowiadajacego permutacji m, przez wktad pokrycia rozumiemy
iloczyn wkladéw wszystkich cykli, czyli po prostu [ @ 7 (5)-

Pokazemy teraz, ze mozna polaczy¢ skierowane pokrycia cyklowe, ktére zawieraja
jakikolwiek cykl nieparzysty, w takie pary, ze wklady pokryé¢ nalezacych do kazdej
pary beda mialy rézne znaki. W tym celu ustawmy wszystkie skierowane cykle
dtugosci nieparzystej z grafu G w ciag ci, cl, ca, clf, ... (gdzie ¢ oznacza ten sam
cykl co ¢, tylko przeciwnie skierowany). Jesli w pokryciu cyklowym c jest
najmniejszym cyklem z ciagu, to sparujemy je z pokryciem cyklowym, w ktérym
ten cykl zamienimy na ¢”. Zauwazmy, ze parowanie jest poprawne oraz iloczyny
1@, dla pokryé z kazdej pary majg przeciwne znaki. Z tego wynika, ze jesli
przesumujemy teraz te iloczyny dla wszystkich skierowanych pokryé cyklowych,
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Rys. 2. Wierzchotki grafu dualnego
grafu G oraz krawedzie jego drzewa
rozpinajacego T (wyréznione kolorem)
oraz krawedzie tnace grafu G
(pogrubione).
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Rys. 3. Aby kazdy cykl $ciany dostal
parzystosé 1, algorytm FKT zmienit
skierowanie czterech sposréd pigciu
krawedzi tngcych. Dazieki temu kazdy
cykl nalezacy do skierowanego pokrycia
parzystego ma parzystosé 1. Ale

nie kazdy cykl parzysty ma te wlasnos¢,
patrz np. cykl (1,2,3,6,7,5).

Rys. 4. Para skojarzen, ktéra odpowiada
pierwszemu pokryciu cyklowemu
z rysunku 1.

ktére zawieraja jakikolwiek cykl nieparzysty, to suma ta wyniesie 0. Tak wigc
w przypadku macierzy antysymetrycznej A’, zaréwno wartosci perm(A’),

jak i det(A’) nie zmienia sig, jeSli w sumowaniu opuécimy wszystkie permutacje
zawierajace jakikolwiek cykl nieparzysty.

7 cyklami parzystymi jest klopot — cho¢ wklad z odwréconego cyklu jest taki sam,
jak dla oryginalnego, to istotnie zalezy on od konkretnych etykiet. Dla skierowanego
cyklu ¢ oznaczmy przez p(c) parzystosé liczby krawedzi, dla ktérych odezytujemy
etykiete —1 (zatem wklad z tego cyklu jest réwny 1, jesli p(c) jest parzyste i —1,
jesli jest nieparzyste). Okazuje sig, ze w przypadku graféw planarnych jestesmy

w stanie w sposéb wystarczajacy kontrolowaé liczbe p(c).

Graf planarny G mozemy narysowac na plaszczyznie tak, ze zadne krawedzie nie beda
sie przecinaly. Kazda czesé¢ plaszczyzny otoczona krawedziami to $ciana grafu G.

7 grafem tym mozemy zwiaza¢ graf dualny, w ktérym mamy wierzcholek dla kazdej
Sciany grafu G, oraz krawedz, jesli dwie $ciany maja wspélna krawedz w G.

W grafie dualnym wyr6znimy tez dowolne ukorzenione drzewo rozpinajace T' (rys. 2),
a w grafie G zbiér krawedzi, ktére przecinaja T (nazwiemy je krawedziami tngcyms).
Bedziemy teraz zmieniaé¢ etykietowanie niektorych z krawedzi tnacych. Zauwazmy, ze
dowolna $ciana grafu G, odpowiadajaca pewnemu lidciowi v drzewa T', ma dokladnie
jedna krawedZ tnaca. Zmieniajac (albo nie) etykietowanie tej krawedzi, mozemy
wymusi¢ dowolna parzysto$é wartosci p(c) dla cyklu ¢ otaczajacego te Sciane.
Nastepnie usuwamy lié¢ v z drzewa T' i postepujemy rekurencyjnie, az rozwazymy
wszystkie $ciany. Powyzszy algorytm (znany pod nazwa FKT od nazwisk jego
tworcow — Fisher, Kasteleyn i Temperley), pozwala nam wymusi¢ dowolna parzysto$é
p(c) krawedzi dla kazdego cyklu ¢ odpowiadajacego Scianie grafu (rys. 3).

A jak to wplywa na parzystosci pozostalych cykli? Latwo wykazaé, ze jesli mamy
cykle ¢; i co odpowiadajace sagsiadujacym $cianom grafu, to parzystosé cyklu, ktory
otacza obie te $ciany, wynosi (p(c1) + p(c2) + k) mod 2, gdzie k jest liczba krawedzi
wspolnych dla obu tych écian. Indukcyjnie mozna zatem wykazaé, ze cykl c otaczajacy
$ciany cyklow ¢y, ca, ..., ¢s ma parzysto$é (p(e1) + p(ea) + ... + p(cs) + k) mod 2,
gdzie k to liczba krawedzi lezacych ,wewnatrz” cyklu c. Wzér ten ma ciekawe
konsekwencje, jesli ustalimy parzysto$é¢ kazdej ze Scian na p(c;) = 1. Wtedy
parzystosé¢ cyklu ¢ to (s + k) mod 2. Ale, uzywajac wzoru Eulera, mozna wykazaé, ze
liczba wierzchotkow lezacych ,wewnatrz” cyklu c to k + 1 — s. W szczegdlnosci

p(c) = 1 wtedy, gdy liczba tych wierzcholkéw jest parzysta.

Cala ta karkotomna konstrukcja znajdzie zaraz swoje uzasadnienie. Zacznijmy od
macierzy A’, a nastepnie wykonajmy algorytm FKT tak, by parzystosé cyklu kazdej
$ciany wyniosta 1. Zdefiniujmy juz ostatnia macierz antysymetryczng A”. Dla i < j

i wierzchotkéw v;, v; polaczonych krawedzia ktadziemy a; ; = —1, jesli etykietowanie
krawedzi zostalo zmienione przez algorytm FKT, oraz a; ; = 1, jesli nie zostalo
(oczywiscie a;; = —a;, ;). Rozwazmy teraz dowolny cykl ¢ nalezacy do pewnego

pokrycia cyklowego cyklami parzystymi. Wszystkie wierzchotki lezace wewnatrz tego
cyklu musza by¢ réwniez pokryte pelnymi cyklami, zatem ich liczba musi by¢
parzysta, wiec p(c) = 1. Innymi stowy, iloczyn etykiet krawedzi z tego cyklu

wynosi —1, niezaleznie od wyboru tego cyklu. Tak wigc znowu (tak jak w pierwszej
czeédel artykulu) udalo nam sie sprawié, ze iloczyn [ | a; (;) wszystkich cykli jest réwny
znakowi permutacji, wiec mozemy uzy¢ algorytmu liczenia wyznacznika. Zatem

liczba skierowanych pokryé cyklowych cyklami parzystymi = det(A”).

Pora na ostatnia sztuczke. Rozwazmy pare doskonalych skojarzen w grafie

i zaznaczmy naraz ich krawedzie. Poniewaz kazdy wierzchotek bedzie miat
zaznaczone dokladnie dwie krawedzie, wiec taki rysunek odpowiadaé¢ bedzie
pewnemu pokryciu cyklowemu cyklami parzystymi. Co wiecej, kazdy cykl dtugosci
wigkszej niz 2 mozemy skierowaé — powiedzmy, ze kierujemy go w prawo doktadnie
wtedy, gdy najmniejsza leksykograficznie krawedz pochodzi z pierwszego skojarzenia
(rys. 4). Nietrudno sie przekonaé, ze w ten sposéb dostaniemy bijekcje miedzy
zbiorem uporzadkowanych par doskonaltych skojarzen a zbiorem skierowanych
pokry¢ cyklowych cyklami parzystymi (aby uzyskaé z pokrycia pare skojarzen,
nalezy bra¢ co druga krawedz z kazdego cyklu). Poréwnujac licznosci tych zbioréw,
dostajemy ostateczny wzor na liczbe doskonatych skojarzen w grafie planarnym:

liczba doskonalych skojarzen = /det(A”).



