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Rys. 1. Uporzadkowanie generowane

przez algorytm dla n = 6 budynkéw
o wysokosciach b; = 1.
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Architekci i algorytmy (2)

W marcowym numerze Delty postawiliSmy nastepujace pytanie: w jaki sposdb
uszeregowaé n budynkéw o wysokosciach danych ciagiem by, bs, ..., b,, aby suma
réznic wysokoéci sasiadujacych ze sobg budynkéw >, |b; — bi1| byta jak
najwieksza. Przyjmijmy dla uproszczenia, ze liczba budynkéw n jest parzysta

i réwna co najmniej 4. Algorytm znajdujacy optymalne uszeregowanie mozna
opisa¢ tak:

Krok 0. Uporzadkuj budynki od najnizszego do najwyzszego. Wysokosci
budynkéw utworza niemalejacy ciag by, ba, ..., bok, gdzie n = 2k.

Krok 1. Przelam” ciag (b;) miedzy wyrazami by i b1, otrzymujac dwa
podciagi: b1, b, ..., br_1,bx oraz bri1,bky2,. .., bok_1,bag.

Krok 2. , Przetéz” wyrazy podciagéw naprzemiennie, tak ze otrzymasz ciag
bk+17 bl7 bk+27 627 R} kaH bk:

Krok 3. Ustaw w dowolnej kolejno$ci wyrazy stojace na miejscach
nieparzystych (z wyjatkiem pierwszego), tj. wyrazy bri2,bgts, . .., bog.

Krok 4. Ustaw w dowolnej kolejno$ci wyrazy stojace na miejscach parzystych
(z wyjatkiem ostatniego), tj. wyrazy b1, ba, ..., bk_1.

Wynik dziatania algorytmu dla przyktadowego ciggu zilustrowano na rysunku 1.
Dodajmy pewne uwagi.

Po pierwsze: instrukcja ,ustaw w dowolnej kolejnoéci” oznacza, ze w wyniku
wykonania algorytmu mozemy uzyskaé (k — 1)! - (k — 1)! optymalnych
uszeregowan. Oczywiscie wygenerowane uszeregowania beda wszystkie rézne
tylko wéwcezas, gdy wszystkie wyrazy podciagéw, o ktérych mowa w krokach 3—4
algorytmu, sa rézne.

Po drugie: rozwiazan jest tak naprawde dwa razy wiecej (chyba ze wszystkie
wysoko$ci budynkéw sa jednakowe), gdyz po zapisaniu wyrazéw ciagu,
wygenerowanego przez algorytm, w odwrotnej kolejnosci, réwniez otrzymamy
optymalne uszeregowanie.

W efekcie zastosowania krokéw 0-2 dla ciagu 5, 10, 10, 15, 25, 25, 30 i 45
otrzymamy optymalny ciag 25, 5, 25, 10, 30, 10, 45, 15. Wszystkich optymalnych
rozwiazan, ktére uzyskujemy wykonujac kroki 3-4, jest w sumie 36 (dlaczego?).

Jak uzasadnié, ze przedstawiony wyzej algorytm daje optymalne rozwiazanie,
czyli takie uszeregowanie budynkoéw, ze suma réznic wysokosci sasiednich
budynkéw bedzie najwigksza z mozliwych?

Zauwazmy, ze jesli dwa budynki b; i b; sasiaduja (przy czym b; > b;), to ich
wktad w sume réznic wynosi b; — b;. Zatem dla kazdej pary wktad to réznica
wysokosci wyzszego budynku i wysokosci nizszego budynku. Mamy n — 1 takich
par, a kazdy budynek (oprécz skrajnych) nalezy do dwdch takich par. Zatem
sume réznic mozna zapisaé jako

n
S=> (bi-i+bi-ui),
i=1
gdzie wéréd wartosci x4, ..., x, oraz yi, ..., y, dokladnie dwie sa réwne 0,
doktadnie n — 1 wartoéci jest rownych 1 i doktadnie n — 1 wartosci jest
rownych —1. Mozna zauwazy¢, ze dla by < by < ... < by, suma S przyjmie
maksymalng wartosé wtedy, gdy 1 < y1 <22 < y2 < ... < Ty < Y-
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Rys. 2. Pod budynkiem b; zapisano
odpowiadajace mu wartosci x; 1 y;.

u
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Rys. 3. Przykladowe porzadkowania
dla nieparzystej liczby budynkoéw.

d

Pozostaje wykazaé, ze istnieje uszeregowanie, ktére realizuje te sume. Latwo sie
przekonaé, ze jest to, na przyktad, uporzadkowanie uzyskane w kroku 2
algorytmu. Wowcezas wartosci x; i y; dla i < k — 1 sa rowne —1, wartosé

xr = —1, wartosci yy 1 41 sa réwne 0, wartosé yr+1 = 1 oraz wartosci x; 1 y;
dla i > k + 2 sa réwne 1 (rys. 2). Tak wiec

S = (bgs1 — b1) + (brr2 — b1) + (brya — b2) + ... + (bag — ).

Zauwazmy réwniez, ze permutacje, ktére wykonujemy w krokach 3—4 algorytmu,
nie zmieniajg wartoéci x; i y; dla indekséw ¢ < k — 1 oraz i > k + 2, zatem
nie psuja optymalnoéci rozwiazania.

Jako zadanie dla Czytelnikow pozostawiamy uzasadnienie, ze algorytm generuje
wszystkie mozliwe optymalne uszeregowania budynkéw, czyli ze wyrazy
podciagéw, o ktérych mowa w kroku 1, musza wystepowaé naprzemiennie.
(Mozna tu skorzystaé¢ z obserwacji, ze permutacje z krokéw 3—4 sa jedynymi,
ktére nie zmieniaja wartosci x; i y;, i popatrzeé, co si¢ dzieje z suma .9, jesli
ktéres z wartosci zostana zmienione.)

Czytelnik Wnikliwy moze zapytaé: a co w przypadku, gdy n jest liczba
nieparzysta? Czy przedstawiony wyzej algorytm mozna w prosty sposéb
zaadaptowaé dla takiej sytuacji? Okazuje sig, ze tak! W jaki sposéb to zrobié¢?

Gdy n = 2k + 1, dla pewnego naturalnego k > 1, mamy 2k par sasiadujacych
budynkéw, a kazdy budynek (oprécz skrajnych) nalezy do dwdch takich par.
Postepujac jak poprzednio, sume réznic mozna zapisaé jako

2k+1

S= > (bi-ai+bi-y),

i=1
gdzie wéréd wartodci x1, ..., Xok+1 OraZ Y1,. .., Y2p+1 dwie sa réwne 0,
2k wartosci jest réwnych 1, a 2k wartosci jest rownych —1. Znowu dla
niemalejacego ciagu (b;), suma S przyjmie maksymalna warto$é¢ wtedy, gdy
21 <Y1 <22 < Yo < ... < Topg1 < Yopt1. Mozna sie jednak przekonaé, ze dla
zadnego k nie istnieje takie uszeregowanie, ze wartosci x; i y; dla i < k sa
rowne —1, wartodci xgy1 1 yg+1 sa réwne 0, a wartosci ; i y; dlai > k+ 2 sa
rowne 1, gdyz wartosci 0 musza by¢ przypisane skrajnym, a wigc réznym,
budynkom (inaczej oznaczaloby to, ze budynek o wysokosci b1 jest skrajnym
zar6wno z lewej, jak i prawej strony). Kiedy zatem suma S bedzie najwigksza?
Sa trzy mozliwosci.

(1) Jesli br41 — b < b2 — br41, to maksymalna suma bedzie odpowiadaé
zamianie wartosci yr, = 01 yp+1 = —1, a wiec np. uszeregowaniu

bk+1abk+27b17bk+3,b27 e 7b2k+1a bk'

(2) Jesli br11 — b, > bgyo — brt1, to maksymalna suma bedzie odpowiadac
zamianie wartoéci 541 = 11 542 = 0, a wiec np. uszeregowaniu

bry2,b1,bx13,b2, .., bagy1, bgy by

(3) Jesli br41 — b = bgy2 — br+1, to oba wyzej wymienione uszeregowania beda
zwigzane z maksymalna sumg (rys. 3).

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie jak w przypadku n parzystego,
mozna pokazaé, ze wykonujac pewne permutacje, mozemy otrzymacé wiecej
optymalnych uszeregowan budynkéw. Gdy wszystkie wysokosci budynkéw sa
rézne, to ich liczba jest réwna 2 - k! - (k — 1)! (lub jeszcze dwa razy wieksza, jesli
mamy do czynienia z trzecia mozliwoScia z powyzszej listy).

Przy okazji: ,przelamywanie” ciagu i naprzemienne ,przekladanie” wyrazéw
podciagéw moze Czytelnikowi przypominaé tasowanie kart w grach karcianych.
To celne spostrzezenie! Wiecej na temat teorii tasowania kart (i nie tylko)

Czytelnik znajdzie w ksiazce lana Stewarta pt. Jak pokroic¢ tort i inne zagadki
matematyczne, wydanej w jezyku polskim w 2012 roku.

Malg Delte przygotowali Pawel PEREKIETKA i Tomasz IDZIASZEK
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