Rozwigzanie zadania F 882.
Maksymalny moment sity, jaki moze
uzyskaé rowerzysta, opierajac caly ciezar
ciata na korbie ustawionej poziomo,
wynosi My = mgr, gdzie m to masa
rowerzysty, r — dltugos¢ korby. Moment
sity, z jakim kolo dziata na podtoze, to
My = — My, a sita dzialajaca na punkt
stycznoéci kota z podlozem

M,

R’

gdzie R jest promieniem kola. Zalézmy, ze
koto toczy sie bez poslizgu. Wtedy
wartosé sity tarcia statycznego Frp jest
réwna Fj. Sita réwnolegta do zbocza,
dzialajaca na rowerzyste z rowerem, jest

F o=

6
réwna Fy = ;)'mg sin o, gdzie a to kat

nachylenia zbocza. 7 warunku réwnowagi
sit F'r = Fy po uproszczeniu dostajemy
warunek

. r 28 5

sin max = T m G
Wstawiajac dane, otrzymujemy
maksymalng wartos¢ kata amax ~ 35°.
Dla wiekszych katéw, nawet opierajac
caly cigezar swojego ciala na pedale,
rowerzysta wraz z rowerem bedzie si¢
staczal do tylu. W sytuacji granicznej,
kiedy moment sity, z jakg rowerzysta
naciska na pedal, przeniesiony przez
przektadnie na podtoze, doktadnie
réwnowazy skladowsy ciezaru uktadu
styczng do zbocza, rower spoczywa lub
porusza sie¢ ruchem jednostajnym. W tej
sytuacji warunek na brak poslizgu jest
taki sam, jak dla klocka umieszczonego
na réwni pochytej: p > tg a, czyli dla
danych w zadaniu i @ = Qpmax mamy

w = 0,71.

Jezeli zagdamy, aby koto toczyto sie
bez tarcia w calym zakresie katow, to sita
F; nie moze przekroczyé maksymalnej
sity tarcia statycznego réwnej

6
Frmax = pt—mg cos a.
5

Po uproszczeniu warunek Fy < Frmax
sprowadza sie do
ST 28 5 1
> —— .=
R 22 6
Oba otrzymane ograniczenia
na wspotczynnik tarcia sg rosnacymi
funkcjami « i sg tozsame dla kata
a = Qmax. Wystarczy zatem p > 0,71.

Cos «
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W koficu pokazemy, jak szybko wylicza¢ minima we wzorze (xx). Zaldzmy, ze
mamy strukture danych, ktéra przechowuje pary (indeks, wartosé) i udostepnia
operacje jak na kolejce: wstawienie pary na koniec kolejki (push) oraz usuniecie
pary z poczatku kolejki (pop). Dodatkowo operacja first bedzie zwracaé¢ indeks
pary z poczatku kolejki, a kluczowa operacja min bedzie zwracata minimum

ze wszystkich wartos$ci w kolejce. Bedziemy korzystaé z 2n kolejek, ktére
nazwiemy A[i] oraz Bi] dla 1 < i < n.

Podczas wyliczania d[a, b] w (-tej fazie algorytmu bedziemy zakladaé, ze wszystkie
wartosci z lewego minimum w (+x) znajduja sie w kolejce B[b] (w kolejnosci
malejacych indekséw i), a wszystkie wartosci z prawego minimum w kolejce A[a)
(w kolejnosci rosnacych indekséw). Kolejka A[a] w fazie £ — 1 byla wykorzystywana
podczas obliczen dla komérki dfa, b — 1], zatem zawiera pary (i, t[i] + dla,i — 1])
dla indekséw s[a,b — 1] < i < b — 1. Poniewaz s[a,b — 1] < s[a, b], wiec wystarczy
usunaé z niej pary o indeksach nie wigkszych niz s[a, b] oraz dodaé pare

o indeksie b. Analogicznie uaktualniamy pary w kolejce B[b]. Pseudokod calego
algorytmu jest nastepujacy (zakladamy, ze dla pustej kolejki petla while

nie wykonuje sie, a operacja min zwraca 0o):

for /:=0ton—1do
for a:=1ton—{do
b:=a+/;
for i := s[a,b— 1] to sja+ 1,b] do
if dla,i — 1] < d[i +1,b] then
sla, b] := 1;
Ala].push(b, t[b] + d[a, b — 1]);
while Ala].first < s[a,b] do Ala].pop;
B[b].push(a, tla] + d[a + 1,b]);
while Bb].first > s[a,b] do B[b].pop;
d[a, b] :== min(Ala].min, B[b].min);

Kolejki mozemy zaimplementowaé tak, aby wszystkie udostepniane operacje
dzialaly w zamortyzowanym czasie stalym. Zauwazmy, ze tuz przed wykonaniem
operacji push(i,v) mozemy usunaé z konca kolejki wszystkie pary o wartosciach
nie mniejszych niz v, gdyz para (i,v) bedzie lepszym kandydatem na minimum.
Dzigki temu pary znajdujace sie w kolejce beda zawsze posortowane rosnaco
wedlug wartosci, zatem operacja min po prostu zwroci wartosé pary z poczatku
kolejki. Ostatecznie zlozonoéé czasowa algorytmu wyniesie O(n?).

Tomasz IDZIASZEK

Grupowa eksploracja
Dominik PAJAK™

Wyobrazmy sobie sytuacje, w ktorej grupa speleologéw chce wyeksplorowaé
nieznana jaskinie. Przy kazdym rozgalezieniu muszg podejmowac decyzje, ilu

z nich péjdzie kazdym z nowych tuneli. By¢é moze czasami bedzie si¢ optacato
zostawi¢ czes$¢ z nich przy rozgalezieniu. Niektére z tuneli beda sie, by¢ moze,
konczyly Slepo, a niektore beda sie dalej rozgalezialy. Speleolodzy maja telefony
i moga sie ze soba komunikowaé, wigec gdy jeden z nich odkryje tunel z duza
liczba rozgalezien, moze wezwaé positki. Intuicyjnie rozsadne wydaje sie
wysylanie wiekszej liczby speleologow w te rejony jaskini, w ktorych jest

wiecej tuneli. Chceieliby$my jako$ sformalizowaé (i nieco uproscié) ten problem
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i przeanalizowa¢ takie naturalne podejscie. Uproszczenia beda dwa: jaskinia
bedzie przedstawiona jako drzewo, czyli spdjny graf bez cykli, a zesp6t
speleologéw bedzie dosé liczny. . .

Problem definiujemy nastepujaco: mamy danych k agentéw, poczatkowo
umieszczonych w korzeniu r nieznanego drzewa

T=(V,E)
o znanej liczbie wierzchotkow

n=|V|.

Drzewo jest nieznane, to znaczy, ze nasza poczatkowa wiedza to tylko liczba
krawedzi wychodzacych z korzenia. W pierwszym kroku nasz algorytm musi
wybraé, ilu agentéw przetrawersuje krawedzie wychodzace z r, a ilu zostanie w r
do nastepnej rundy. Jezeli agentowi przydzielimy trawersowanie krawedzi z r
do pewnego sasiada v, to przejécie krawedzi zajmie agentowi cata runde i pojawi
sie on w wierzchotku v na poczatku nastepnej rundy. W nastepnej rundzie bedzie
on moégt przetrawersowaé¢ dowolna krawedz wychodzaca z v. Wszyscy agenci,
ktérzy w danej rundzie przechodza krawedzie, robig to réwnoczesénie.

VP

Przez D bedziemy oznaczaé odlegtoéé¢ od korzenia r do najdalszego liscia (

w drzewie T. Odleglosé jest liczona jako liczba krawedzi na Sciezce laczacej r z [.
Oczywiscie, nie jesteSmy w stanie wyeksplorowaé¢ w czasie mniejszym niz D,
poniewaz przejscie Sciezki z r do [ zajmuje D rund.

Gdy wierzcholek jest odwiedzony przez pewnego agenta po raz pierwszy, to
otrzymujemy informacje o jego stopniu (liczbie wychodzacych krawedzi). Ponadto
dostajemy tez informacje o tym, ktoéra krawedz prowadzi do korzenia. Po pewnej
liczbie krokéw eksploracji juz co$§ wiemy o wygladzie drzewa T'. Oznaczmy przez
T® poddrzewo drzewa T, sktadajace sie z wierzcholkéw, ktére zostaly poznane
do chwili ¢. Na przyklad T™) to korzeh razem z dzieémi korzenia, poniewaz juz
na poczatku pierwszej rundy wiemy, ile dzieci ma korzen. Drzewo T® zatem
zawiera pewne wierzcholki, ktére nie s jeszcze odwiedzone, ale sa juz znane.
Dla v € V oznaczmy przez T (v) poddrzewo drzewa T zawierajace tylko te
wierzchotki, dla ktérych v jest przodkiem (ucinamy krawed?z laczaca v z jego
rodzicem i dostajemy T (v)). Przez L(T™® (v)) oznaczamy liczbe wierzcholtkéw
znanych, ale nieodwiedzonych w drzewie T'*) (v). Czasami na wierzcholki znane,
ale nieodwiedzone bedziemy méwili ,nieukonczone $ciezki”, poniewaz kazdy taki
wierzchotlek jest korzeniem, by¢ moze duzego, nieznanego drzewa.

Dostajemy do dyspozycji pokaznych rozmiaréw zespél agentéw

k = [Dn°],
dla pewnej stalej ¢ > 1, ale chcemy eksplorowaé szybko, czyli w czasie jak
najblizszym D.

Propozycja algorytmu. Na poczatku wszyscy agenci w korzeniu sa nieaktywni.
W kazdej rundzie aktywujemy z agentéw w korzeniu (z wyznaczymy pézniej).
Wszyscy aktywni agenci w kazdej rundzie ida w dot drzewa. Agentow dzielimy
proporcjonalnie do liczby nieukoficzonych $ciezek w poddrzewach. Drobnym
niuansem sg zaokraglenia; w pseudokodzie zapiszemy wszystko doktadnie:

Algorithm A (T, r,z) at time step s:
Aktywuj = agentéw w korzeniu r.
for each odwiedzony v € V(T(*)) do: { ustalamy, gdzie postaé¢ agentéw z v }
Niech A§f) — zbiér agentéw w v na poczatku rundy s.
Oznaczmy przez vy, vs,...,vq wszystkie dzieci v.
Niech i* := arg max; { L(T) (v;))}. { dziecko z najwicksza liczba ,nieukonczonych ciezek” }
Podziel A% na rozlaczne zbiory Ay, , Ay,, - - ., Ay, takie ze:

. AR L@ (wy)) o .
(1) Ay | = { LT (0)) , dla kazdego i € {1,2,...,d} \ {i*},
(i) [Aue | = 1A = iy iy A

for each i € {1,2,...,d} do for each agent g € A,, do move® g to vertex v;.
end algorithm A.
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Analiza. Algorytm A nie robi niczego odkrywczego,
po prostu wysyla wiecej agentéw tam, gdzie jest wiecej
$ciezek do odkrycia. Ale jego analiza nie jest oczywista.
Algorytm, odkrywajac kolejne wierzchotki drzewa,

na biezaco zmienia wartosci liczby nieukonczonych
$ciezek w poddrzewach (funkcja L), co ma wplyw

na proporcje podziatu liczby agentéw. Wydaje sig, ze jest
to kluczowa wtasnoéé¢ algorytmu, wiec w naszej analizie
musimy jg zbadaé¢. Oczywiscie, musimy tez wyznaczy¢
odpowiednia warto$¢ parametru x. Na razie ustalmy
tylko, ze x > 2n.

Wezmy dowolny 1is¢ f z drzewa T i Sciezke dtugosci
Dy < D taczaca f z korzeniem r. Oznaczmy te Sciezke
przez F = (fo, f1, f2,-- -, fp,), gdzie fo=r1i fp, = f.
Chcemy sie przyjrzeé, jak liczne grupy agentéw beda
wedrowaly po Sciezce F. Liczba agentéow wysytana
wzdtuz $ciezki zalezy od liczby nieukoficzonych $ciezek
w odpowiednich poddrzewach. Jezeli oznaczymy
Agl) = L(T%(f;)), to i-tym w kroku z wierzchotka f;
wy$lemy do fj41 mniej wiecej (z dokladnoscig do
(@)
%—tq cze$¢ agentéw znajdujacych sie w f;
AL
J
na poczatku rundy ¢. Zapomnijmy na chwile
o zaokragleniach i p6jdzmy dalej tym tropem. Do liscia f
i i1 (i+Ds—1)
A AT Ap,

Aéz) )\57.4»1)

zaokraglen)

dotrze a; = agentow

\( D=1
wystanych w rundzie ¢ z korzenia. Zauwazmy, jak

wygladaja pierwsze dwie wartosci:

D
AU AR AP AR
N OO IO EENCD I
Ao” AT Ag >\fo1
Dr+1
)\gz) )\53) )\§4) )\(fo+ )
N IO IO ENGIED)
)\(() ) )\g ) )\é ) )\E)ffj‘l )

Jezeli wymnozymy «q - g, to doéé duzo si¢ uprosci.
Wymnoézmy zatem a kolejnych wartosci «;. Biorge
pod uwage, ze z definicji funkcji L mamy 1 < )\Z(.]) <n,
a a

to dostaniemy H o; =
i=1

{ Dlogyn
0= |—FF—~
logy(x/(2n))

dla pewnego j* € {1,2,...,a} mamy a;~ > 2. Gdyby
nie bylo zaokraglen i kazde dziecko dostawaloby nalezny

x
—aD" Czyli jezeli ustalimy
nCL

—‘ , to dostaniemy []7_; a; > 29, czyli

Uwagi konncowe

przydzial agentéw, to o+ agentéw sposréd grupy, ktéra
wyrusza w rundzie j*, dotartoby do liscia f.

W rzeczywistosci liczby agentéw sa czasem zaokraglane
w dol, zgodnie z regula (i) z algorytmu, ale mozna
pokazaé, ze te zaokraglenia zbyt duzo nie psuja.

Przyjrzyjmy sie liczbie agentéw, podazajacych Sciezka F,

sposréd grupy, ktora wyrusza w rundzie j*. Zauwazmy,

ze w przypadku, gdy )\gﬂrl+l)/A§]*+l) > 1/2, to wtedy

drzewo TU ™+ (f; 1) zawiera co najmniej polowe

wszystkich otwartych $ciezek drzewa TU 9 ( f;).

W takim przypadku wierzchotek f;11 bedzie tym

wyréznionym dzieckiem wierzchotka f; i dostanie swéj

nalezny przydzial agentéw (regula (ii)). Zauwazmy, ze

aj- jest iloczynem x i pewnej liczby czynnikéw

nie wigkszych od 1. Skoro ;. > 2, to co najwyzej

logy z — 1 z tych czynnikéw moze by¢ nie wigkszych

niz 1/2. Agenci, ktérzy wyruszyli z korzenia w rundzie j*

i podazali Sciezka F, zostali ,zaokragleni w dét”

co najwyzej logy  — 1 razy. Stad da sie¢ juz tatwo

wykazaé, ze z grupy, ktéra wyruszyla w rundzie j*,

co najmniej jeden agent dotrze do liscia f. Jezeli
Dlog,n

logy (x/ (2?1))}

grup agentéw, to jedna z nich wyeksploruje dowolnie

wybrany lis¢ f, czyli a grup wyeksploruje cate drzewo.

Calkowity czas eksploracji to

a+D-1<D- <1+ logy

logy (x/(2n))
rund potrzeba, zeby a-ta grupa dotarta do lisci. Laczna

liczba uzytych agentéw to co najwyzej
1
z-D- <1 o

logy (x/(2n))
odpowiednio dobranej stalej b, dostajemy:

wypuscimy z korzenia co najmniej a =

> , poniewaz tyle

>. Ustalajac x = n¢/b dla

Twierdzenie. Dla dowolnego ustalonego ¢ > 1
i znanego n problem eksploracji drzew moze bycé

1
rozwigzany w czasie D - <1 + P + 0(1)) pray uzyciu
c—
[Dnc] agentéw.

Notacja o(1) oznacza funkcje, ktéra dazy do 0 dla

n dazacego do nieskoniczonoéci. Zauwazmy, ze
znajomosé n jest potrzebna algorytmowi jedynie

do podziatu zespotu wszystkich k agentéw na grupy
po z. Da sie skonstruowaé algorytm, ktory eksploruje
w czasie O(D), bez znajomosci n, uzywajac

Dn® agentéw.

e Mozna wykazaé, ze nie da sie eksplorowaé szybciej niz w czasie
D-(1+ % —o(1)), czyli jesteSmy juz dos¢ blisko optymalnego algorytmu.

e Algorytm mozna uogdlnié¢ na dwa sposoby. Mozna przerobié¢ na wersje
rozproszona, gdzie agenci podejmujg suwerenne decyzje, bazujac na swojej
wiedzy, i moga sie komunikowaé¢ z innymi agentami bedacymi w tym samym
wierzchotku. Mozna tez w ten sposéb eksplorowaé¢ dowolne grafy. Co ciekawe,
oba uogodlnienia nie dodaja zbyt duzo do czasu eksploracji, czyli cata trudnosé
problemu lezala w ,centralnie sterowanej” eksploracji drzew.

e Czytelnikow, ktérzy zastanawiaja sie, czy to podejécie da sie zastosowaé dla
mniejszej grupy agentéw, goraco zachecam do prébowania.
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