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Rys. 1. Z prostokata 6 x 12 wycieto

dwa kwadraty 2 X 2. Kolorem zaznaczono
przyktadowy cykl spelniajacy warunki
zadania.
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Rys. 2. W kazdym z 16 niewycigtych
kawaltkéw umieszczamy cykl. Drzewo
rozpinajace grafu kawalkéw zaznaczono
pogrubionymi czarnymi krawedziami.

T

I
MM
U

I I

Rys. 3. Otoczenie wycietego kwadratu
cyklem w kawalkach 4 x 41 4 X 6.
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Rys. 4. Poczatkowe wypelnienie pelnego
prostokata w drugim rozwigzaniu.
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Rys. 5. Trzy przypadki lokalnych
poprawek ,kaloryfera”.

Informatyczny kacik olimpijski (79): Filary

W tym kaciku oméwimy zadanie Filary, ktore pojawilto sie na Akademickich
Mistrzostwach Polski w Programowaniu Zespotowym 2014. Zadanie, pomimo
prostej tredci i (jak sie za chwile przekonamy) calkiem prostego rozwiazania,
sprawito sporo klopotéw druzynom startujacym w zawodach i ostatecznie zostalo
rozwiazane tylko przez jedng z nich.

Dany jest prostokat o parzystych wymiarach n x m podzielony na

nm kwadratéw jednostkowych, z ktorego wycieto f kwadratow 2 x 2. Wyciete
kwadraty nie sa rozmieszczone zbyt gesto — Srodki kazdych dwéch kwadratow sa,
odlegte o co najmniej 6, a ponadto $rodek kazdego kwadratu jest oddalony

o co najmniej 3 od brzegu prostokata. Nalezy znalezé cykl przechodzacy
doktadnie raz przez wszystkie niewyciete kwadraty jednostkowe (patrz rys. 1).

Powyzsze zadanie moze by¢ wyrazone w jezyku teorii graféw. Jesli rozwazymy
graf, w ktérym wierzchotkami sa nieusuniete kwadraty jednostkowe, a krawedzie
tacza kwadraty jednostkowe majace wspodlny bok, to zadanie polega

na znalezieniu w tym grafie cyklu Hamiltona (czyli takiego, ktéry przechodzi
przez kazdy wierzcholek dokladnie raz). Nie jest tajemnica, ze w pelnej ogdlnosci
(tzn. jesli chcemy znalezé algorytm dajacy rozwiazanie dla dowolnego grafu) jest
to problem NP-zupelny, nie jest wiec znane jego efektywne rozwigzanie. Musimy
wiec skorzystaé z tego, ze graf z naszego zadania ma specjalng postac.

(W szczegdlnodci jest planarny, ale to nam nie wystarczy, gdyz znajdowanie
cyklu Hamiltona w dowolnym grafie planarnym jest réwniez NP-zupelne.)

Na poczatek rozwazmy prostszy wariant zadania, w ktérym srodek

kazdego wycietego kwadratu jest odlegty od brzegéw prostokata o nieparzysta
liczbe. Innymi stowy, jesli posklejamy wszystkie kwadraty jednostkowe w kawalki
o rozmiarach 2 x 2, to kazdy z takich kawaltkéw bedzie w calosci wyciety lub nie.
W kazdym niewycietym kawatku umieszczamy cykl o dlugoéci 4 (rys. 2). Nastepnie
tworzymy graf, ktérego wierzchotkami sa kawalki (potaczone krawedzia, jesli
maja wspélny bok) i znajdujemy w nim dowolne drzewo rozpinajace. Poréwnujac
oba rysunki, nietrudno zauwazy¢, jak za pomoca tego drzewa potaczyé

male cykle, by daly rozwiazanie. Zlozonosé czasowa rozwiazania to O(nm + f).

Rozwiazujac zadanie bez uproszczen, bedziemy musieli dopusci¢ podzial
prostokata na troche mniej regularne kawatki. Wyciete kwadraty odlegte

od brzegéw prostokata o parzysta liczbe umiescimy w kawalkach rozmiaru 4 x 4,
natomiast wyciete kwadraty odlegle od brzegdéw o liczby o réznej parzystosci
umiescimy w kawalkach 4 x 6 lub 6 x 4 (rys. 3). Zalozenia o odlegtoéciach
pomiedzy $rodkami wycietych kwadratéw wystarczaja do tego, aby nasze kawatki
nie nachodzily na siebie. Dalsza czeé¢ rozwiazania z budowaniem drzewa
rozpinajacego i taczeniem cykli jest analogiczna.

Zadanie ma prostsze rozwiazanie. Na poczatek wypelniamy pelny prostokat
wkaloryferem”, jak na rysunku 4 (cykl przechodzi przez kwadraty jednostkowe
polozone wzdtuz lewego brzegu, a nastepnie kolejnymi wierszami, zmieniajac
kierunek).

Nastepnie wycinamy kolejne kwadraty, za kazdym razem poprawiajac cykl
lokalnie. Na rysunku 5 sa przedstawione trzy przypadki, ktére musimy w tym celu
rozwazy¢. W pierwszym z nich odlegtosé¢ srodka wycietego kwadratu od gérnego
brzegu prostokata jest nieparzysta, w pozostatych przypadkach jest parzysta
(ostatni przypadek wystepuje, gdy odleglo$é od lewego brzegu jest réwna 3).

Co ciekawe, jesli zwigkszymy do 4 minimalna odleglo$é¢ srodkéw wycietych
kwadratow od brzegéw prostokata, to rozwiazanie stanie sie jeszcze prostsze

inie tylko dlatego, ze odpadnie nam trzeci przypadek, ale tez z uwagi na alternatywna
implementacje. Wycinamy wszystkie kwadraty, a nastepnie, zaczynajac od lewego
dolnego rogu, budujemy cykl zachtannie, zawsze wykonujac pierwszy mozliwy
ruch z nastepujacej listy: géra, prawo, lewo, dét. Czytelnicy zechca sprawdzié,

ze dla prostokata z rysunku 5 (w ktérym nie wycinamy dolnego kwadratu)
algorytm lokalnie poprawiajacy cykl i algorytm zachtanny daja taki sam wynik.
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