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Rys. 4. Funkcja gestosci
prawdopodobienstwa rozkladu Benforda.

15 O rozklad Benforda
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X 30 O wyniki eksperymentu IIT

Rys. 5. Poréwnanie wynikéw
eksperymentéw z rozkladem Benforda.

O rozktad Benforda
B wyniki eksperymentéw I, IT i IIT

Rys. 6. Poréwnanie wynikéw
eksperymentéw z rozkladem Benforda.

Méwimy, ze rozklad prawdopodobienstwa
P(X) zmiennej losowej X jest
niezmienniczy wzgledem skalowania, jezeli
dla dowolnej liczby dodatniej « zachodzi
réwnos¢ P(X) = P(a - X).

[ rozklad Benforda
B wyniki eksperymentu IIT

25 (kilometry kw.)
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Rys. 7. Poréwnanie wynikéw
eksperymentéw z rozkladem Benforda.

logarytmicznych czedciej szukaja liczb rozpoczynajacych si¢ od nizszych cyfr

— te znajduja sie na poczatku tablic. Swoje odkrycie (bez dowodu ogdlne;
prawidlowosci) opublikowal na stronach American Journal of Mathematics.
Jego artykul [4] nie spotkal sie jednak z szerokim zainteresowaniem i niezwykle
ciekawe zjawisko zostalo zapomniane na 57 lat.

W 1938 roku Frank Benford, inzynier General Electric, nie zdajac sobie sprawy
7z istnienia pracy Newcomba, dokonal tego samego odkrycia na podstawie stanu
czystosci tablic logarytmicznych. Zafascynowany tym zjawiskiem Benford zaczal
sprawdzad, czy jego teoria znajduje potwierdzenie réwniez w innych zbiorach
danych, m.in. w powierzchniach rzek, liczbach drukowanych w gazetach, czy
nawet cenach. Wyniki swoich badan przedstawil w artykule [1] wydrukowanym
w Proceedings of the American Philosophical Society. Podobnie jak w artykule
Newcomba, formalny dowéd nie zostal przedstawiony.

Prawo Benforda

W ten sposob swiat dowiedzial sie o niezwykltej prawidtowosci, ktéra obecnie nosi
nazwe prawa Benforda, rozkladu Benforda lub prawa pierwszych (znaczacych) cyfr.

Dyskretny rozktad Benforda opisany jest zaleznoscia

(1) P(z) = logyg <1 + %),

gdzie x oznacza pierwsza znaczaca cyfre (x = 1,2,...,9), natomiast P(x)
oznacza prawdopodobienstwo, z jakim cyfra x bedzie pierwsza cyfra liczby.

Przyblizone prawdopodobienstwo wystapienia poszczegdlnych cyfr na
najbardziej znaczacej pozycji przedstawia ponizsza tabela, a funkcje gestosci
prawdopodobienstwa — rysunek 4.

T 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P(z) [%] 30,1 17,61 12,49 9,69 7,92 6,69 5,80 5,12 4,58

Mozemy teraz poréwnaé¢ wyniki przeprowadzonych przez nas eksperymentow
z zaleznodcia (1) — graficznie przedstawia to rysunek 5.

Skoro prawo Benforda dziala dla trzech niezaleznych zbioréw danych, to powinno
dziataé réwniez wtedy, gdy rozpatrzymy wyniki wszystkich eksperymentéw
jednoczesnie, co pokazuje rysunek 6. Korzystajac z mocniej zréznicowanych
danych, otrzymaliémy wyniki bardziej zblizone do przewidywan teoretycznych.

Uniwersalnos$é prawa Benforda

Waznym pytaniem jest, czy prawo Benforda jest uniwersalne: czy uzyskalibySmy
taki sam rozktad prawdopodobienstwa, gdybysmy przeskalowali dane w zbiorze
testowym? Na przyklad, czy w eksperymencie I1I rozktad zmieni sie, jesli
zastosujemy inne jednostki powierzchni, na przyktad jardy, stopy lub mile
kwadratowe?

W 1961 roku Roger Pinkham stwierdzil, ze jezeli prawo Benforda rzeczywiscie
wystepuje, to powinno mieé¢ wtasnosé uniwersalnosci — wyniki powinny by¢ takie
same, niezaleznie od tego, jakie miary stosujemy w danym zagadnieniu (zob. [5]).

Sprawdzmy to zatem, modyfikujac eksperyment III: powierzchnie panstw
przeliczamy z kilometréw kwadratowych na angielskie mile kwadratowe
i sprawdzamy czestotliwosé wystepowania cyfr na najbardziej znaczacej pozycji.

Z wykresu na rysunku 7 widaé, ze skalowanie danych prawie nie wptyneto na

rozktad prawdopodobienstwa. Niewielkie rozbieznosci wynikaja z faktu, iz dane
te nie tworza idealnego rozktadu Benforda.

Czy prawo Benforda dziata zawsze?

Przytoczone eksperymenty pokazuja, ze prawo Benforda sprawdza sie (z wieksza
lub mniejsza dokladnoscia) dla wynikéw dziatan na liczbach naturalnych,
parametrow pierwiastkéw chemicznych i danych geograficznych. Dodatkowo

w artykule Benforda [1] mozna znaleZé szereg innych zbioréw danych, w ktérych
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Rozwigzanie zadania M 1298.

Liczba a? + b? 4 ¢? jest nieparzysta,

a wiec postaci 2p + 1. Wybierzmy d = p.
Wtedy a2+ b2 +c2+d? = (p+ 1)2.
Pozostaje wiec wykazac, ze liczba p jest
nieparzysta.

Liczby a, b, ¢ sa nieparzyste, a wiec
liczby a2, b2, c? dajg z dzielenia

przez 4 reszte 1. Wobec tego 2p + 1 =
=a?4+0b%>+c?>=3 (mod 4), skad

wynika, ze liczba p jest nieparzysta.
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odnajdujemy te prawidtowosé. Mozemy si¢ zatem pokusi¢ o pytanie, czy
rozktad Benforda dziala dla kazdych zebranych danych liczbowych? Odpowiedz,
oczywiscie, brzmi: nie!

W eksperymencie IIT postuzylismy sie¢ danymi geograficznymi: powierzchnia

w km? wszystkich panstw $wiata. Badamy zatem dane, na ktére ma wplyw wiele
czynnikéw. Powierzchnia poszczegdlnych panstw jest bardzo zréznicowana — od
Rosji o powierzchni 17075400 km? po Watykan — 0,44 km?.

Jezeli za bardzo zawezimy zakres danych, okaze sig, ze prawo Benforda nie ma
dla nich zastosowania. Na przyktad, badajac dtugosci samochodéw osobowych
lub wysoko$¢ dorostej zyrafy stwierdzimy, ze niewiele z nich zaczyna sie od
cyfry 1. Wynika to z faktu, iz wartosci tych danych sa silnie ograniczone innymi
czynnikami. Malo ktéra zyrafa, zwlaszcza dorosta, mierzy ponizej 2 metrow.

Moze warto zatem pamietac¢ o prawie Benforda, rzucajac szeScienna kostka do
gry? Niestety, takze nie. Kazda liczba oczek ma takie samo prawdopodobienstwo
wylosowania. Powtarzajac wielokrotnie losowanie, uzyskamy rozktad
prawdopodobienstwa zblizony do réwnomiernego.

W 1995 roku amerykanski profesor matematyki z Georgia Institute of
Technology, Theodore P. Hill, przedstawit dowéd prawa Benforda na
tamach magazynu Statistical Science w tekscie A statistical derivation of the
significant-digit law [3].

Tylko ciekawostka?

Prawo Benforda jest samo w sobie bardzo ciekawym zjawiskiem, a w niektérych
dziedzinach ma zastosowanie praktyczne. Stuzy jako narzedzie do sprawdzania
poprawnosci obliczen, prawdziwosci danych statystycznych czy wykrywania
oszustw w zeznaniach podatkowych i rozliczeniach finansowych.

Za pomoca prawa Benforda sprawdza si¢ doktadnosé dziatania modeli
matematycznych opisujacych ewolucje danych z réznych dziedzin, na przyktad
modeli zmian populacji. Dla danych wejsciowych spelniajacych prawo Benforda
powinni$my otrzymaé dane wyjsciowe, ktore réwniez te zaleznosé spetniaja.
Jezeli tak nie jest, oznacza to, ze zastosowany model (algorytm) zaklécit
yhaturalny” rozklad danych.

Najpopularniejszym zastosowaniem prawa Benforda jest sprawdzanie
poprawnosci zeznan podatkowych i rozliczen. Okazuje sie, ze falszerze bardzo
czesto wybieraja liczby rozpoczynajace sie od 4, 51 6 zamiast od 1, 2 i 3! Stad,
jesli rozktad czestoéci wystepowania cyfr na pierwszych pozycjach nie jest
zblizony do rozkladu Benforda, to sprawdzajacy powinien zwrécié na to
rozliczenie wigksza uwage. Z cala pewnoscia o prawie Benforda nie wiedzial
skarbnik stanu Arizona, James Nelson, ktérego falszerstwa na kwote bliska

2 mln dolaréw zostaly wykryte przy zastosowaniu prawa pierwszych cyfr.

]

UK'

Obrét cykliczny stowa polega na
przerzuceniu dowolnej (w tym zerowej)
liczby liter z poczatku stowa na koniec,
np. wszystkimi obrotami cyklicznymi
stowa aba sa: aba, baa oraz aab.

Stowa pierwsze Jakub RADOSZEWSKI

W numerze 10/2010 Delty pojawil sie artykul Wojciecha Plandowskiego, w ktérym
autor po ciezkich bojach pokazuje rozwiazanie pewnego konkretnego typu réwnania
na stowach. Mogtoby sie wydawacé: udalo sig, sprawa skonczona. Tymczasem przy
okazji w artykule pojawia sie definicja i kilka waznych wtasnosci stéw pierwotnych,
a stad juz tylko maly krok do innej ciekawej rodziny stéw, mianowicie do stéw
pierwszych. To dobry pretekst, by co$ o nich opowiedziec.

Przypomnijmy, ze stowo pierwotne to takie, ktére nie jest potega (u* dla k > 2)
zadnego niepustego stowa. Znamy juz kilka wlasnosci takich stéw, w szczegdlnosci
to, ze kazde stowo w przedstawia sie jednoznacznie w postaci w = u¥, gdzie u
jest pierwotne; w tym artykule bedzie nam wygodnie nazwaé u pierwiastkiem
pierwotnym stowa w. Dalej, wiemy, ze kazdy obrét cykliczny stowa pierwotnego
jest pierwotny, a dodatkowo wszystkie takie obroty stanowia rézne stowa. Wérod
tych obrotéw jedno stowo jest, w szczegdlnosci, najmniejsze leksykograficznie,
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Méwimy, ze stowo u jest nie wigksze
leksykograficznie niz stowo v (co
zapisujemy po prostu jako u < v), jesli
albo u jest prefiksem (czyli poczatkowym
fragmentem) v, albo na pierwszej pozycji,
na ktérej u i v réznig sie, w u wystepuje
litera mniejsza niz w v. Oczywiscie

u < w, jesli u < viwu#wv. Przykladowo:
aba < abaab, aabab < abaab.

1 oznacza stowo puste (czyli stowo
zeroliterowe).

Mitoénicy algorytméw tekstowych (takich
jak algorytm wyszukiwania wzorca KMP)
rozpoznaja zapewne w tym réwnaniu

i jego rozwigzaniu zwigzek miedzy
prefikso-sufiksami stowa a jego okresami.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze
stowa pierwsze sg bezokresowe (nie maja
zadnego nietrywialnego okresu).

i

|u| oznacza diugos$é stowa u, czyli liczbe
liter w tym stowie.

Polecamy Czytelnikowi sprawdzenie
Twierdzenia 3 na jakim$ przyktadzie,
np. dla stowa abaababaabaab.

tj. najmniejsze w porzadku stownikowym. Kazde takie stowo pierwotne najmniejsze
w klasie swoich obrotéw cyklicznych nazwiemy wlasnie stowem pierwszym (inna
nazwa: stowo Lyndona). Kilka przyktadéw stéw pierwszych: b, aabab, aaaab oraz
niepierwszych: aabaab, abaab. Zanim wyjaénimy nieco tajemniczg nazwe rozwazanej
rodziny stow, przyjrzyjmy si¢ nastepujacej, rownowaznej definicji stow pierwszych:

Twierdzenie 1. Niepuste stlowo u jest pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wlasciwy
sufiks u (czyli konicowy fragment rézny od u i od stowa pustego 1) jest leksykograficznie
wiekszy niz u.

Dowdd. (<) Zalézmy, ze stowo u jest mniejsze leksykograficznie od wszystkich

swoich wtasciwych sufikséw. Stowo uw musi byé¢ pierwotne, gdyz w przeciwnym razie
mieliby$my v = w® dla k > 2 i sufiks v postaci w*~! bylby mniejszy leksykograficznie
niz u. Dalej, jesli mamy v = xy i z,y # 1, to u < y, a skoro y jest krétsze niz u, to u
nie moze by¢ prefiksem y i mamy u < yx. To pokazuje, ze dowolny obrét cykliczny u
jest wigkszy leksykograficznie niz u, czyli rzeczywiscie u jest pierwsze.

(=) Zalézmy, ze u jest pierwsze, i niech u = xy dla z,y # 1; chcemy wykazadé, ze

u < y. Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Gdyby zachodzito y < u i y nie bytoby
prefiksem wu, to mieliby$my takze yx < u i u nie byloby pierwsze. Skoro tak, to y

jest prefiksem wu, ale przeciez takze i jego sufiksem, czyli u = xy = yz dla pewnego z.
Czytelnikowi zaznajomionemu z artykutem Wojciecha Plandowskiego taka réwnosé
moze co$ przypominaé: ot6z jest to doktadnie ,gtéwne” réwnanie, jakie zostalo w nim
rozwigzane! Korzystajac z gotowego wyniku, mamy, ze 2 = (pq)’, z = (qp)* oraz

y = (pq)’p dla pewnych stéw p oraz ¢ # 1, czyli u = (pq)*p dla k =i + j > 1. Dodajmy,
ze stowo p takze musi by¢ niepuste, gdyz w przeciwnym przypadku j > 1 (jako ze
y#1)iu=q" dlak > 2, czyli u nie byloby pierwotne ani, tym bardziej, pierwsze.

No to teraz pdjdzie juz z gorki. Stowo u jest pierwsze, wiec rozwazajac jego dwa
wybrane obroty cykliczne, otrzymujemy: u = (pq)*p = p(gp)* < (qp)*p oraz

u = (pq)*p < p(pq)*. Na mocy pierwszej nieréwnosci mamy pq < gp, natomiast

z drugiej, po usunigciu poczatkowego p otrzymujemy gp < pq. Te dwie nieréwnosci daja
nam oczekiwana sprzeczno$é. A

Nie koniec na tym — istnieje jeszcze inna, réwnowazna, cho¢ nieco bardziej egzotyczna
definicja stéw pierwszych. Jej uzasadnienie pozostawiamy Czytelnikowi, nam i tak
bedzie ona potrzebna jedynie jako wlasno$c tej rodziny stow.

Twierdzenie 2. Slowo u jest stowem pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy jest
jednoliterowe albo jest postact uw = zy, przy czym x < y i x,y S¢ slowami pierwszymi.

Po tym wstepie mozemy juz wreszcie zdradzié¢, skad wzieta sie nazwa rozwazanej
rodziny stéw. Chodzi mianowicie o nastepujaca analogie do liczb pierwszych: kazda
liczbe naturalng mozna przedstawié¢ jednoznacznie (oczywiscie z doktadnoscia do
kolejnosei) jako iloczyn liczb pierwszych, a kazde stowo w pewnym sensie jednoznacznie
jako sklejenie stéw pierwszych.

Twierdzenie 3. Dowolne stowo u mozna przedstawic¢ jednoznacznie jako sklejenie
pewnej liczby stow pierwszych uw = 1lla ... 1 dla i > 12 > ... > .

Dowdd. Czy kazde stowo mozna w ogdle przedstawié jako sklejenie (jakichkolwiek) stéw
pierwszych? Mozna, wystarczy podzieli¢ je na pojedyncze litery, ktore, jak by nie patrzec, sa
stowami pierwszymi. Teraz, dopéki w biezacym rozktadzie wystepuja dwa kolejne stowa
pierwsze li, li41, takie ze l; < l;41, dopéty mozemy takie stowa skleja¢ w jedno stowo
pierwsze [l;li+1 na mocy Twierdzenia 2. Powtarzajac te operacje do skutku, znajdziemy
jakie$ przedstawienie u w postaci sklejenia nierosnacego ciagu stéw pierwszych.

No dobrze, a czemu takie sklejenie jest tylko jedno? Zal6zmy, ze bylyby dwa rozne,
w=1Ila...ly =11l5...1,,. Mozemy zalozyé, ze l1 # I}, w przeciwnym przypadku
mozemy te pare stéw wykresli¢ z rozktadu. Niech wiec, bez straty ogdlnosci, bedzie
[l1] > |l1|. Woéwcezas musi istnieé rozklad: i = U115 ... l;, przy czym « jest niepustym
prefiksem I, ;. No i teraz mozemy zapisaé ciag nieréwnosci, ktéry prowadzi do
sprzecznosci, a ktérego uzasadnienie pozostawiamy Czytelnikowi (jedyne nietrywialne
miejsce polega na zastosowaniu Twierdzenia 1):

lh<h<a<lg, <li. A

To w takim razie juz ,wszystko” jasne, poznaliSmy jakie$ mniej lub bardziej interesujace
wtasnosci stéw pierwszych, w tym wyjasniliémy ich nazwe, mozna by wlasciwie zakoniczyé
niniejszy artykut. Niewykluczone jednak, ze Czytelnikowi, ktéry dobrnat do tego miejsca,
pozostal po lekturze pewien niedosyt. Chciatoby sie, zeby te stowa pierwsze miaty jakie§
naprawde fajne wlasnosci (tak jak liczby pierwsze), a moze nawet zeby mialy jakis
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