Niech s bedzie tablica, w ktdrej zapiszemy
badane stowo. Kazda kolejna komoérka s
bedzie zawieraé kolejng literke tego stowa.
Np. dla s = abaabab, s[0] = a, s[6] = b.
Definiujemy réwniez dlugosé stowa s

jako |s]. Dla powyzszego stowa |s| = 7.

Przez s[i..j] oznaczymy podstowo, czyli
spdjny fragment slowa zawierajacy litery
wystepujace od pozycji ¢ do pozycji j. Dla
przyktadu s[1..3] = baa.

Jesli ¢ = 0, to podstowo nazwiemy

prefiksem stowa s, a jedli j = |s| — 1, to
nazwiemy je sufiksem. Jesli nie zachodzi
jednoczesnie ¢ =01 j = |s| — 1, to dany

prefiks (sufiks) nazwiemy wlasciwym.

Dla dwéch stéw s i t powiemy, ze s jest
wczedniejsze niz ¢ w porzadku
leksykograficznym (co oznaczymy przez
s < t), jesli s jest prefiksem wlasciwym ¢
lub dla pewnego i jest s[i] < t[i] oraz dla
wszystkich j < i zachodzi s[j] = t[j]. Dla
przykltadu ab < abc, abc < ac, ac < b.

Obrotem cyklicznym stowa s dlugosci n
jest kazde stowo postaci

s(k) = s[k..n — 1]s[0..k — 1]. Stowo s jest
stowem Lyndona, jesli s < s(k) dla
wszystkich 1 < k < n.

ACAB

*pracownik firmy Nokia

O rozkladzie st6w na slowa Lyndona
tukasz GRZADKO®

W tym artykule rozwiazemy problem rozkladu stowa na najmniejsza liczbe stéw
Lyndona (zwanych tez stowami pierwszymi). Problem ten jest inspirowany
zadaniem Jan z pierwszej edycji Potyczek Algorytmicznych, ktéra odbyla sie

w roku 2005. Jakub Radoszewski w artykule Slowa pierwsze, Delta 12/2010,
podat kluczowe wlasnoéci stéw Lyndona, ktére wykorzystamy podczas
konstrukcji algorytmu. Przypomnijmy, ze stowo Lyndona to takie stowo, ze przy
dowolnym jego obrocie cyklicznym zawsze otrzymuje si¢ stowo pdzniejsze

od niego leksykograficznie. Obrét cykliczny polega na przeniesieniu poczatkowego
fragmentu stowa na jego koniec, np. dla stowa baca mamy nastepujace obroty:
acab, caba, abac. Oczywiécie stowo baca nie jest stowem Lyndona, gdyz acab
wystepuje wezesniej w stowniku. Stowo abac jest juz stowem Lyndona.

Stowo abaabab réwniez nie jest stowem Lyndona, ale mozna je roztozyé¢ na stowa
Lyndona. Trywialny jest rozklad na stowa jednoliterowe a-b-a-a-b-a-b (przy
czym - oznacza sklejenie stéw), ale istnieja tez bardziej oszczedne rozklady,

np. ab - aab - ab lub ab - aabab.

Dalej skorzystamy z trzech twierdzen. Opisuja one znane wlasnosci stow
Lyndona. Dowody tych twierdzen mozna znalezé w przywolanym artykule
z Delty 12/2010.

Twierdzenie 1. Stowo s jest stowem Lyndona wtedy i tylko wtedy, gdy jest
leksykograficznie wczesniejsze niz dowolny wlasciwy sufiks s.

Twierdzenie 2. Slowo s jest stowem Lyndona wtedy i tylko wtedy, gdy s jest
jednoliterowe lub istniejg stowa Lyndona s1 oraz So, takie Ze s = $1S9
oraz s1 < Sa.

Twierdzenie 3. Dowolne stowo s przedstawia sie jednoznacznie jako sklejenie
pewnej liczby stow Lyndona s = lyly .. Iy, takich ze Iy > lo > ... > 1. Bedziemy
tez pisaé, Ze rozklad ten spelnia warunek monotonicznosci.

Zauwazmy, ze W naszym problemie nie ma wymagania, ze stowa Lyndona

w rozktadzie maja spelnia¢ warunek monotonicznosci I1 > ls > ... > I, tylko ze
ich liczba k ma by¢ jak najmniejsza. Okazuje si¢ jednak, ze jesli znajdziemy
rozklad spelniajacy warunek monotonicznosci, to k£ bedzie najmniejsze

i vice versa:

Dowdd. (=) Przypus$émy, ze mamy rozklad s = l1ls...1; dlugosci k spelniajacy
warunek monotonicznoéci Iy > ls > ... > I, ale k nie jest najmniejsze. Wtedy
istnieje optymalny rozktad s = i1} ...1,, dlugosci m < k. Rozklad dlugosci m
nie moze speliaé¢ warunku Iy > 15 > ... > I, gdyz z jednoznacznosci
(twierdzenie 3) jest tylko jeden taki rozklad. Stad dla pewnego i < m mamy

l; <1iy,. Ale wtedy mozna takie stowa sklei¢ w jedno stowo Lyndona 1"
(twierdzenie 2) i otrzymamy rozktad s = I35 ... 1;_,1"l; 5 ...1;, o dlugodci

m — 1, co jest sprzeczne z minimalnoscia m. UzyskaliSmy sprzecznosé, skad
wynika, ze k jest najmniejsze.

(<) Chcemy wykazad, ze jedli k jest najmniejsze oraz s = l1la ...l jest
rozkladem stowa s na stowa Lyndona, to I3 > Iy > ... > l. Przypusémy, ze k jest
najmniejsze, lecz rozktad ten nie spelnia warunku monotonicznosci, czyli dla
pewnego ¢ mamy l; < l;y1. Z twierdzenia 2 mozemy otrzymac krétszy rozklad,
dhugoéci mniejszej niz k. Otrzymana sprzecznosé dowodzi tezy. A

Rozwiazujac zatem nasz problem, bedziemy konstruowaé rozktad s =1l1ls.. .1
spelniajacy warunek monotonicznodci I; > Iy > ... > .

Jak znalez¢ stowo ;7 Bez straty ogdlnos$ci mozemy sie skupié¢ na wyznaczeniu
stowa [1. Jesli s jest stowem Lyndona, to wystarczy przyjac [y = s.

W przeciwnym przypadku rozwazamy kolejne prefiksy s w kolejnosci malejacych
dhugoéci. Kiedy pewien prefiks s jest stowem Lyndona, znalezliémy [y
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Rozwigzanie zadania F 872.

Energia wigzania sze$cianu o boku

o dlugosci L zawierajacym N czasteczek
wynosi 3e N3, bo kazda czasteczka ma

6 najblizszych sgsiadéw i z kazdym dzieli
jedno wigzanie. Do oddzielenia dwdéch
sasiednich warstw czasteczek potrzebna
jest energia e N2, ale po rozdzieleniu
powstaja dwie kwadratowe powierzchnie
swobodne cieczy o boku o dtugosci L
kazda. Mamy wiec prL3 = 3eN? oraz

2vL? = eNZ2. Stad juz tatwo wyznaczamy:

N pLy

L~ 6y
Po podstawieniu danych liczbowych
otrzymujemy (N/L)?® ~ (6,4 - 10" /cm)® =~
~ 2,6 - 10%° czasteczek w cm®. Dokladna
wartosé to 1/18 liczby Avogadro, czyli
3,345 - 1022 czasteczek w cm?, a wiec
otrzymaliSmy niezly wynik.

Najstabszym ogniwem naszego
rozumowania jest zalozenie o charakterze
wigzan (wiecej w artykule K. Rejmera
»Wigzania wodorowe” w Delcie 5/2014).
Lepsze oszacowanie otrzymujemy dla
substancji tworzacej krysztaty

o wiazaniach kowalencyjnych, jak

np. krzem (Si) o L, = 13,7 J/g,

v = 1,41 N/m — dla powierzchni

(w 100°C) — oraz p = 2,32 g/cm?, dla
ktérego otrzymujemy wartosé 5,3 - 1022
atoméw w cm® wobec dokladnej wartoéci
2,151 - 10%? — tu rozbieznos$é¢ wynika

z nieco bardziej skomplikowanej postaci
sieci krystalicznej niz przyjeta w naszych
obliczeniach.

p:=0;
Ji=1
while p < n do
if s[j] > s[p] then
ji=7+1
else if s[j] = s[p] then
i:=p;
while s[j] = s[i] do
i:=1+1;
Ji=i+]
if s[j] < s[i] then
m'i=(j — p) div (j — 0);
wypisz m razy podstowo
slp.p+j—i—1];
pi=p+(G—1i- -m
Ji=p+ 1
else
ji=i+1
else
wypisz podstowo s[p..j — 1];
P =7
Ji=J+1

i dostajemy rozkitad s = l1t. Zauwazmy, ze prefiks jednoliterowy jest zawsze
stowem Lyndona, wiec ten proces na pewno zakonczy sie powodzeniem.
Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla slowa ¢, wyznaczamy [, itd.

Opisany proces wyznacza nam rozklad stowa s na slowa Lyndona s = l115 ... .
A co z warunkiem monotonicznoéci? Przypusémy, ze dla pewnego i jest I; < [;11.
Skoro algorytm znalazt stowo [;, szukajac od ,konca”, nie moéglby pominaé¢ stowa
lili+1, ktore (z twierdzenia 2) jest dluzszym slowem Lyndona. Dlatego dla
kazdego ¢ mamy l; > l;41.

Otrzymany proces podziatlu na stowa Lyndona jest jednakze nieefektywny.
Sprawdzenie ,sitowe”, czy podstowo dlugosci m jest stowem Lyndona, zajmuje
czas z grubsza O(m?). Wyznaczenie wszystkich stéw I; bedzie wymagaé n takich
sprawdzen, zatem powyzszy algorytm dziata w czasie O(n3). Pokazemy, ze nasz
problem mozna rozwiazaé¢ w istotnie lepszej ztozonosci czasowej.

Wprowadzimy w tym celu trzy lematy pomocnicze.

Lemat pomaranczowy. Jesli s[i..j] jest slowem Lyndona dla pewnych i < j
oraz s[j + 1] > s[i], to s[i..j + 1] jest slowem Lyndona.

Dowdd. Z tego ze s[i] < s[j + 1] oraz z definicji porzadku leksykograficznego
wynika, ze si..j] < s[j + 1]. Dalej to i twierdzenie 2 implikuja, ze s[i..j + 1] jest
stowem Lyndona. A

Lemat kurczaczkowy. Niech s = pay, t = pb, gdzie p jest wspolnym prefiksem
stow s i t, natomiast a i b sq pojedynczymi literami spelniajgcymi a < b. Jesli s
jest stowem Lyndona, to rownieZ t jest stowem Lyndona.

Dowdd. Przypuéémy, ze t nie jest stowem Lyndona. Wtedy na podstawie
twierdzenia 1 mamy dla pewnego 0 < i < [p|, ze p[0..|p| — 1]b > pli..|p| — 1]b (jesli
i = |p|, to stowo pl[i..|p| — 1] jest puste). WeZmy najmniejszy indeks k < |p| — i
taki, ze p[k] > p[i + k]. Wtedy dla j < k zachodzi p[j] = p[i + j]. Ale to przeczy
temu, ze s jest stowem Lyndona. W przypadku gdy nie ma takiego k, wtedy
pllp| — 4] > b > a oraz p[j] = p[i + j] dla j < |p| — i. To réwniez przeczy temu, ze
s jest stowem Lyndona.

Otrzymane sprzeczno$ci dowodza, ze t jest stowem Lyndona. A

Lemat winogronowy. Jesli si..j] jest slowem Lyndona oraz s[i] >t dla
pewnego niepustego stowa t, to s[i..j|t nie jest stowem Lyndona.

Dowdd. Poniewaz s[i..j]t > s[i] oraz s[i] > t, wiec s[i..j]t > t. Z twierdzenia 1
wynika, ze s[i..j]t nie jest stowem Lyndona. A

Jestedmy juz gotowi do przedstawienia lepszego algorytmu podziatu stowa s
na minimalng liczbe stéw Lyndona. Na marginesie przedstawiliémy jego zapis
w pseudokodzie. Dla uproszczenia zalézmy, ze stowo s konczy sie dodatkows,
litera (straznikiem) mniejsza leksykograficznie od pozostalych liter stowa s.

Zmienna p uzywana w algorytmie oznacza poczatek aktualnie przetwarzanego
stowa (i jednocze$nie poczatek kolejnego stowa Lyndona w rozkladzie). Przed
kazdym obrotem zewnetrznej petli bedzie spelniony nastepujacy niezmiennik

petli: stowo s[p..j — 1] jest stowem Lyndona.

Oczywiscie dla p = 0, j = 1 stowo s[0] jest stowem jednoliterowym i tym samym
rowniez stowem Lyndona. Niezmiennik przed pierwszym wejsciem do petli jest
prawdziwy. Omoéwimy teraz trzy przypadki, ktore moga wystapi¢ w petli,

w zaleznosci od tego, ktéra z liter s[j], s[p] jest mniejsza.

sljl > s[p]

Niezmiennik petli gwarantuje, ze stowo s[p..j — 1] jest slowem Lyndona. Zatem
z lematu pomaranczowego wynika, ze stowo s[p..j] tez jest stowem Lyndona
i po prostu zwiekszamy j o jeden.
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Przypadek 1.



Rozwigzanie zadania M 1444.
Oznaczmy katy przy wierzchotku O jak
nastepuje: < AOZ = 4 COX = a,
LAOY = 4BOX =3,

LCOY =L BOZ = ~.

Zauwazmy, ze a + 3+ v = 180° oraz
na mocy tw. o katach wpisanych,
LCBX = a, < BCX = (3, wigc katy
w tréjkacie BCX wynosza «, 3, 7.
Analogicznie jest dla tréjkatow BZ A
i YCA. Zatem sa to tréjkaty podobne do
trojkata X CB, w szczegdlnosci
AY BX . BZ BC
— = i — ===
cY BC AZ X
Mnozac te réwnania stronami, dostajemy
AY BZ  BX
cYy Az cX’

co daje teze.

W trakcie pisania tego artykulu autor
przypadkowo odnalazt w literaturze
bardzo podobny algorytm, ktory

w 1983 roku opublikowal

Jean-Pierre Duval (Factorizing words
over an ordered alphabet, J. Algorithms
4, no. 4, 363-381).

Przypadek 2. s[j] = s[p]

Dopéki s[i] = s[j], zwiekszamy i = i + 1 oraz j = j + 1. Zauwazmy, ze
po wykonaniu tej petli stowo s[p..p + j — i — 1] o dlugosci j — i powtarza sie
jako spdjny fragment pewna liczbe razy, dajac stowo okresowe.

Z niezmiennika petli wynika, ze stowo s[p..p + j — i — 1] jest slowem Lyndona.
Kolejne spdjne fragmenty dlugosci j — ¢ sa réowniez stowami Lyndona.

Rozklad podstowa s[p..j — 1] przedstawia sie nastepujaco: 123 . . . TmTmi1, gdzie
Tl =To =23 =...= Xpy; dla k < m slowo z; ma dlugo$¢ j — i oraz

xp = s[p.p+J — i — 1]. Stowo t = 11 jest stowem s[p + (j — i) - m..j — 1],
gdzie m = [(j —p)/(j — ?)]. Stowo t jest prefiksem wlasciwym stowa x,,. Moze
si¢ zdarzy¢, ze t jest puste. Slowo ¢ réwniez nie musi by¢ stowem Lyndona.

Mamy teraz dwie mozliwosci: (a) s[j] < s[i], (b) s[j] > s[i].

Dla (a) wypisujemy rozklad z1z5 ... x,,. Rozklad ten spelnia warunek
monotonicznosci, czyli x1 > o > ... > Xy, 1 jest to najkrétszy rozklad stowa
slp..p+ (j — i) - m — 1] na stowa Lyndona. Mamy tez z,, = ts[ily. Zauwazmy, ze
t jest prefiksem x,,. Kolejne stowo Lyndona P jest prefiksem stowa t albo stowo
ts[j] jest prefiksem P. W pierwszym przypadku zachodzi P < t < z,,,. Widad
wiec, ze kolejne stowo P spelnia warunek monotonicznosci. Rozwazmy teraz
drugi przypadek. Latwo zauwazy¢, ze ts[j] < ts[i]y. Z definicji porzadku
leksykograficznego wynika dalej, ze P < ts[i]y = x,,. Réwniez tutaj P spelnia
warunek [. Stowo to bedzie znalezione w nastepnej fazie. Ktadziemy zatem
p=p+(—i)-m, j=p+1

Dla (b) wykazemy, ze stowo s[p..j] jest stowem Lyndona.

Mamy tutaj taki rozklad jak w poprzednim przypadku, tj. x1 =22 = ... =z,
OTaZ Tym+1, PIZY CZYM Ty = ts[j] oraz x1 = ts[i]y, gdzie ¢ jest wspdlnym
prefiksem, byé moze pustym. Z niezmiennika petli wiemy, ze x1, 2o, ..., Ty Sa

stowami Lyndona. Przypusémy, ze t jest niepuste.

Poniewaz ts[i]y jest stowem Lyndona, to réwniez ts[j] jest stowem Lyndona, co
wynika z lematu kurczaczkowego. Mamy réwniez ts[ily < ts[j]. Stad ts[i|yts[j]
jest stowem Lyndona na podstawie twierdzenia 2. Doklejajac kolejne stowa,
dostajemy, ze s[p..j] = (ts[ily)™ts[j] jest stowem Lyndona. Zwiekszamy zatem j
o jeden.

Przypadek 3. s[j] < s[p]

Z lematu winogronowego wynika, ze stowo s[p..j] nie jest stowem Lyndona.
Latwo tez zauwazy¢, ze stowo s[p..k] dla k > j nigdy nie bedzie stowem Lyndona.
Wypisujemy zatem s[p..j — 1] 1 ustawiamy p = j oraz j = j + 1.

Twierdzenie 4. Rozklad uzyskany w powyzszym algorytmie spelnia warunek
monotonicznosci.

Dowdd. Przed kazdym wejsciem do petli stowo s[p..j — 1] jest slowem Lyndona.
Jedynymi momentami algorytmu, w ktérych wypisywane sa stowa rozktadu, sa
przypadki (2a) i (3). W przypadku (2a) rozklad x; = ... = z,, spelnia warunek
monotonicznosci.

Analizujac przypadek (2a), mozna zaobserwowaé, ze dowolny prefiks P slowa
s[j..n] bedacy stowem Lyndona spelnia x,, > P. W przypadku (3) mamy
s[p..j — 1] > s[j..n], wiec kolejne stowo Lyndona z (prefiks s[j..n]) bedzie
spelniaé¢ « < s[p..j — 1]. A

Twierdzenie 5. Zlozono$é czasowa powyziszego algorytmu to O(n).

Dowdd. Liczba przebiegéw petli wynosi co najwyzej n. Wypisanie stéw rozktadu
jest liniowe wzgledem n, wynika to wprost z algorytmu. Pozostale operacje
powoduja, ze wskaznik j zwieksza sie o jeden, oprécz przypadku (2a), w ktérym
scofa” sie on o co najwyzej j — i pozycji. Jednak sumaryczny koszt ,cofnieé” jest
niewiekszy niz suma dlugosci stéw Lyndona z rozktadu, a wiec rowniez liniowy
wzgledem n. A
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