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Rys. 1. Optymalne rozwigzanie dla
powyzszego grafu to p = (s, v1,v2,v3,t)
i q=(t vs,v1,v2,v3,s). Sciezki
przechodza lacznie przez 6 wierzchotkéw.

Dla zdania logicznego P nawias Iversona
[P] jest zdefiniowany nastepujaco:

[P] =1, jezeli zdanie P jest prawdziwe,
[P] = 0 jesli jest falszywe.
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Rys. 2
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Informatyczny kacik olimpijski (73): Trasowanie

Tym razem zajmiemy si¢ zadaniem Routing z finaléw Akademickich Mistrzostw
Swiata w Programowaniu Zespolowym z 2006 roku. Po przettumaczeniu historyjki
o sieci komputerowej na jezyk teorii graféw brzmi ono nastepujaco. Dany jest
skierowany graf G = (V, E), majacy n wierzchotkéw, z ktérych wyr6ézniamy
poczatkowy s i konicowy t. Chcemy znalezé w grafie G dwie skierowane $ciezki p i ¢
(pierwsza z s do t, a druga z ¢ do s) tak, by taczna liczba wierzchotkéw, przez ktére
przechodzg te $ciezki, byla jak najmniejsza (rys. 1).

W rozwiazaniu bedziemy konstruowali obie Sciezki, poruszajac sie od wierzchotka s,
dla pierwszej z nich zgodnie ze skierowaniem krawedzi, a dla drugiej — przeciwnie.
Zdefiniujmy w tym celu wazony graf skierowany G2 = (V x V, E2), w ktérym

z wierzchotka (u,v) wychodza krawedzie:

(1) do (u,v) o wadze [u # v], jesli (u,u) € E,

(2) do (u,v) o wadze [v # u], jesli (v,v) € E,

(3) do (v,u) o wadze I — 1, jesli w G istnieje skierowana $ciezka z u do v i najkrétsza
taka $ciezka zawiera [ krawedzi.

Krawedzie (1) i (2) w G2 odpowiadaja przesuwaniu sie $ciezka p w G zgodnie

ze skierowaniem krawedzi i $ciezka g przeciwnie do skierowania krawedzi. Natomiast
krawedz (3) w G2 odpowiada przesunieciu si¢ obiema $ciezkami po tych samych
krawedziach w G. Latwo si¢ wigc przekonaé, ze jezeli w G istnieje $ciezka z (u, v)
do (@, ) o wadze w, to oznacza, ze w G istnieja dwie Sciezki, pierwsza z u do @

i druga z v do v, takie ze sumaryczna liczba wierzchotkéw, przez jakie przechodza
(nie liczac u i v), jest réwna co najwyzej w. W szczegblnosci, $ciezka w G2 z (s, s)
do (t,t) o wadze w — 1 implikuje istnienie rozwiazania zadania o koszcie w.

Pozostaje nam wykazac, ze jesli w optymalnym rozwiazaniu Sciezki p i ¢ przechodza
przez w wierzchotkéw, to w grafie G2 istnieje Sciezka z (s, s) do (¢,t) o wadze w — 1.
Niech A = (s = ag,a1,az2,...,ar,ar+1 = t) bedzie lista wierzchotkéw wspdlnych dla
obu $ciezek w kolejnosci, w jakiej te wierzchotki wystepuja na Sciezce p. Powiemy, ze
wierzchotki a;, a;11, ..., a; tworzg blok, jesli sa one odwiedzane w tej kolejnoéci rowniez
p i ¢ wynika, ze na kazdej ze Sciezek miedzy wierzchotkami nalezacymi do tego samego
bloku nie wystepujg wierzchotki spoza A. Podobny argument dowodzi tego, ze jesli
Sciezka g odwiedza wierzchotek a; jako najblizszy wierzchotek z A po wierzchotku a;,
to j < i+ 1. Jesli wiec A podzielimy na maksymalne bloki w kolejnosci ich
odwiedzania przez Sciezke p, to Sciezka g bedzie je odwiedza¢ w odwrotnej kolejnosci.
Ponadto pierwszy i ostatni blok podzialu beda to odpowiednio (s, s) i (t,t).

Pokazemy (rys. 2), ze dla kolejnych dwéch blokéw (u,v) i (@, T) tego podziatu istnieje
Sciezka w grafie G z (v, u) do (¥, @) o wadze wp + wq + 1, gdzie wy, wq to odpowiednio
liczby wierzchotkéw spoza A odwiedzanych przez Sciezke p od v do @ oraz przez
$ciezke ¢ od ¥ do u, natomiast [ to rozmiar bloku (@, ¥). Istotnie, z (v,u) do (@, u)
przechodzimy wy + 1 krawedziami (1), nastepnie z (@, u) do (@, ?) przechodzimy

wq + 1 krawedziami (2) o lacznej wadze wq + [4 # 7] 1 ostatecznie (jesli @ # 0)
uzywamy krawedzi (3) o wadze | — 2, aby dostaé sie z (u,v) do (7,4). W ten sposéb
konstruujemy Sciezke w G2, ktéra odwiedza wszystkie bloki i ma wage rowna w — 1.

Tak wiec dowiedlismy, ze aby znalezé rozwiazanie, wystarczy, ze wyznaczymy
najlzejsza $ciezke z (s, s) do (¢,t) w grafie G2. Mozemy to zrobié¢ algorytmem
Dijkstry, na biezaco konstruujac graf Ga. Za kazdym razem, gdy z kolejki
priorytetowej wyciggamy wierzchotek (u,v), przechodzimy po liscie sasiedztwa u w G
i relaksujemy krawedzie (1), nastepnie przechodzimy po liicie sasiedztwa v w grafie
transponowanym G7 i relaksujemy krawedzie (2); w koncu sprawdzamy, czy u # v

i jedli tak, relaksujemy krawedz (3).

Graf G2 ma O(n?) wierzcholkéw. Kazdy z nich jest poczatkiem O(n) krawedzi

(1) i (2) i co najwyzej jednej krawedzi (3), zatem w G2 mamy O(n®) krawedzi.
Ponadto uaktualnienie wagi wierzchotka podczas relaksacji bedzie wykonywane tylko
O(n?) razy, gdyz krawedzie wchodzace do kazdego wierzchotka w G2 maja

co najwyzej trzy rézne wagi. Zatem zlozonos$é czasowa rozwigzania wyniesie O(n?).
Tyle tez bedzie trwalo obliczenie dtugoéci najkrétszych Sciezek pomiedzy wszystkimi
parami wierzchotkéw w G, jesli uzyjemy do tego algorytmu Floyda—Warshalla.
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