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Czarne kropki to trzy swietliki
znajdujace si¢ w chwili ¢t = 0 w punktach
(0,0), (5,0) i (4, 3), poruszajace sie

z predkosciami (1,2), (=2,1) i (—1,0).
Zaznaczono tez kwadrat o minimalnym
boku 1,5, w ktérym znajda si¢ $wietliki
w chwili ¢t = 1,5.

/,\

Rozwigzanie zadania F 849.
Poczatkowo obrecz §lizga si¢ po parkiecie.
Jej ruch jest ruchem jednostajnie
opo6znionym wskutek dziatania stalej sity
tarcia Fr = pumg skierowanej przeciwnie
do kierunku ruchu, a jej ruch obrotowy
takze jest jednostajnie opézniony wskutek
dzialania stalego momentu sity tarcia
M1 = pmgR. Obrecz zatrzyma si¢ zatem
w ruchu postgpowym po czasie
Vo
g’
przebywszy w tym czasie droge

2

dy = 2,

2ug
a jej predkosé katowa bedzie wynosilta
wéwcezas

Aty =

w1 = wo — ?Atl =wp — %
Od tego momentu obrecz bedzie poruszad
si¢ z przyspieszeniem wywolanym silg
tarcia, a ruch obrotowy bedzie nadal
spowalnial. Dla dostatecznie duzych wq
predkosé punktu stycznosci obreczy
z podlozem bedzie rézna od zera i obrecz
wréci do baletnicy w czasie Aty = Aty
z predkosciag katowa

w2 = Wo R’

predkos¢ punktu stycznosci
z podlozem bedzie wtedy réwna
—vo + Rwz = Rwo — 3vg. Oznacza to,
ze szukany warunek to

— = =
Vo R

Dla mniejszych wartodci wg przy

zerowaniu si¢ predkodci punktu

u)o>3

stycznosci z podlozem rozpocznie si¢ ruch
bez poslizgu; ruch ten bedzie si¢ odbywal
ze stalg predkoscia i warunek Aty = Aty

nie bedzie spetniony.

Informatyczny kacik olimpijski (69): Swietliki

Tym razem w kaciku zadanie Swietliki, z ktorym mierzyli sie finalisci
Potyczek Algorytmicznych 2013. Po plaszczyznie porusza sie n swietlikéw.
Dla kazdego z owadéw znamy punkt plaszczyzny, w ktorym znajdowal

sie poczatkowo, oraz wiemy, ze porusza sie on ze stalym (i znanym nam)
wektorem predkosci. Nalezy wyznaczyé minimalng dlugosé, jaka moze mieé
bok kwadratu, ktéry bedzie w pewnej chwili zawieral wszystkie $wietliki,
przy czym boki kwadratu musza by¢ ustawione réwnolegle do osi uktadu
wspolrzednych (rysunek). Oznaczmy jeszcze przez M ograniczenie na zakres
liczb danych w zadaniu.

Zacznijmy od wykorzystania technik standardowych przy tego typu zadaniach.
Bok kwadratu mozemy wyznaczy¢, stosujac wyszukiwanie binarne, zatem
O(log M) razy bedziemy musieli odpowiedzieé na pytanie ,czy istnieje taka
chwila ¢, ze wszystkie §wietliki zmieszcza sie¢ w kwadracie o boku d?”.

Kolejne standardowe spostrzezenie: istnieje optymalne rozwiazanie,

w ktérym skrajnie lewy $wietlik znajduje sie na lewym boku kwadratu. Dla
ustalonego $wietlika ¢ mozemy w czasie O(n) wyznaczy¢ przedzial czasu,

w ktérym znajduje sie on po lewej stronie od kazdego innego swietlika.
Ograniczywszy si¢ do tego przedziatu czasu, unieruchamiamy tego Swietlika,
zaczepiajac w nim uklad wspélrzednych (tzn. odejmujemy jego predkosé

i pozycje od predkosci i pozycji wszystkich pozostalych $wietlikéw).

Znamy bok i potozenie kwadratu w poziomie, musimy teraz sprawdzic,

czy istnieje taka chwila ¢ i takie jego polozenie w pionie y (0 < y < d),

ktore zawiera wszystkie owady. Nietrudno sie przekonaé, ze dla ustalonego
$wietlika zbior punktéw (¢,y), dla ktérych swietlik ten znajduje sie w chwili ¢
w kwadracie przesunietym o y, jest réwnoleglobokiem. A konkretnie:

jesli dwietlik j znajduje sie w punkcie (d,y1) w chwili ¢1, a w punkcie

(0,y2) w chwili ¢5, to wierzchotkami szukanego réwnolegloboku sa punkty
(t1,91), (t1,11 + d), (t2,y2 + d) i (t2,y2). Wyznaczenie réwnoleglobokéw dla
wszystkich owadéw zajmie nam czas O(n), a nastepnie sprawdzenie, czy ich
przeciecie jest niepuste — czas O(nlogn).

Ostatecznie nasze rozwigzanie dziala w czasie O(n?lognlog M).

Istnieje szybsze (i prostsze do zaimplementowania) rozwiazanie dzialajace
w czasie O(nlog M), wymaga ono jednak pewnej nie do kofica oczywistej
obserwacji. Oznaczmy przez F(t) najmniejszy bok kwadratu dla ustalonej
chwili t. Czy mozemy co$ powiedzie¢ o funkcji F'? Jasne jest, ze powyzej
pewnej granicy wraz ze wzrostem wartoéci bezwzglednej argumentu ¢
funkcja F' bedzie rosnaé. Okazuje sie, ze mozemy powiedzie¢ duzo wigcej —
funkcja F' jest wypukia. Dzieki temu mozemy znalezé jej minimum,
stosujac wyszukiwanie ternarne, co bedzie wymagalo obliczenia jej wartosci
w O(log M) punktach. Dla ustalonego t obliczenie F(t) jest bardzo proste
(wyznaczamy pozycje $wietlikéw i znajdujemy prostokat otaczajacy)

i wymaga czasu O(n). Musimy tylko pamigtaé, ze rozwiazaniem zadania jest
F(0), jesli minimum F znajdzie sie w punkcie ¢ < 0.

Pozostaje udowodnié¢ kluczowy fakt o wypuklosci funkcji F'. Oznaczmy przez
F; j(t) rozmiar najmniejszego kwadratu zawierajacego $wietliki ¢ oraz j.
Poniewaz w kazdej chwili wynikowy kwadrat opiera sie na dwoch swietlikach
po jego przeciwnych stronach, to

F(t) = max Fj ;(1).
17.7

Funkcja F; ;(t) jest wypukla (latwo to zobaczy¢, jesli znéw zaczepimy uklad
wspolrzednych w §wietliku 7). Tak wiec funkcja F jest réwniez wypukla, jako
maksimum funkcji wypuktych.
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