Informatyczny kacik olimpijski (68): Drogi stanowe

Tym razem oméwimy zadanie o drogach stanowych

(State Roads) z pierwszej rundy zawodéw Yandex.Algorithm
2013. Zadanie to mozna sformulowaé¢ w jezyku teorii

graféw, a do tego w ujeciu dynamicznym. Mamy wiec graf
nieskierowany o zbiorze wierzchotkow V| poczatkowo pusty,
w ktérym w kolejnych momentach pojawiaja sie i znikaja
krawedzie. Pomiedzy takimi zdarzeniami otrzymujemy
zapytania, z ktérych kazde dotyczy pewnego podzbioru
wierzchotkéw grafu V; C V. W odpowiedzi na takie
zapytanie mamy stwierdzié, czy z jakiegokolwiek wierzchotka
zbioru V; wychodzi jakas krawedz poza ten zbiér; innymi
stowy, czy wierzchotki zbioru V; w rozwazanym momencie
stanowia sume pewnej liczby sp6jnych sktadowych grafu.

W zadaniu wystepuje tez techniczny (ale przyjemny)
warunek, ze wstawiane krawedzie otrzymuja numery bedace
kolejnymi liczbami naturalnymi i za pomoca tych numeréw
oznaczane sg krawedzie przeznaczone do usuniecia.

Zastandéwmy sie najpierw nad rozwigzaniem sitowym.

Tym razem, celowo, oméwimy dos¢ doktadnie nietrywialne
szczegbly implementacyjne rozwigzania. Caty graf mozemy
przechowywadé po prostu jako tablice list sasiedztwa. Przy
wstawianiu krawedzi uv o numerze j dodajemy po jednym
nowym elemencie do list sgsiedztwa wierzchotkéw w i v

i w osobnej tablicy indeksowanej numerem krawedzi
zapamietujemy wskazniki na elementy list, ktore dodalismy
dla tej krawedzi. Takie wstawienie dziata oczywiscie

w czasie statym:

function wstaw(u, v, j)
push_back (lista[u],v)
push_back (listalv], u)
krawedz_u[j] := last(listalu))
krawedz_v[j] := last(lista[v])

Dzigki wspomnianemu przyjemnemu warunkowi
technicznemu uprzednio wstawiong krawedZ mozemy
usunaé z grafu réwniez w czasie stalym, po prostu usuwajac
odpowiednie elementy list sasiedztwa:

function usun(u, v, j)
delete(listalu], krawedz_u[j])
delete(lista[v], krawedz-v[j])

Bardziej czasochtonng operacja jest, oczywiscie, odpowiedz
na zapytanie. Wezytujac wierzchotki wystepujace w zapytaniu,
mozemy réwnoczesnie zaznaczaé wszystkie te wierzchotki

w pomocniczej tablicy indeksowanej numerami wierzchotkéw.
Zeby nie musieé za kazdym razem zerowaé tej tablicy,
wierzchotki z kazdego nowego zapytania mozemy oznaczaé
numerem porzadkowym tego zapytania. Teraz obstuga
zapytania jest juz bardzo prosta — przegladamy kolejne
wierzchotki z zapytania, dla kazdego z nich przegladamy
wszystkie incydentne krawedzie i sprawdzamy, czy drugie
konce tych krawedzi sa zaznaczone w tablicy pomocnicze;j:

function zapytanie(V;)
foreach v € V; do pom[v] :=1
foreach v € V; do
foreach u € lista[v] do
if pom[u] # ¢ then return false
return true

Na pierwszy rzut oka widaé, ze obstuga zapytania jest tutaj
bardzo wolna. Warto jednak przyjrzeé sie temu doktadnie;j.
Przede wszystkim nalezy ustalié, co jest dla nas rozmiarem
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danych wejsciowych. Oznaczmy przez n liczbe wierzchotkéw
grafu, a przez m — taczna liczbe krawedzi wstawionych
kiedykolwiek do grafu. Niech n; (dlai=1,2,...,2)

oznacza liczbe wierzchotkéw wystepujacych w i-tym
zapytaniu, n; = |V;|. Calkiem naturalnie jako rozmiar danych
wejsciowych przyjmiemy R =n+m+ Y . n;.

Jak teraz wyrazié¢ wzgledem R koszt obstugi wszystkich
zapytan? Zauwazmy, ze w i-tym zapytaniu bedziemy

musieli przejrzeé¢ co najwyzej n;(n; — 1) krawedzi.
Faktycznie, tyle krawedzi (liczonych w obie strony) ma

klika o n; wierzchotkach, wiec jesli w listach sasiedztwa
wierzchotkéw z zapytania znajdzie sie wiecej niz tyle
krawedzi, to na pewno odpowiedz na to zapytanie bedzie
negatywna. Asymptotycznie daje to koszt O(n?). Z drugiej
strony, w kazdym zapytaniu przejrzymy tacznie co najwyzej
2m krawedzi. Ostatecznie koszt zapytania to O(min(n?,m)).
Skorzystajmy teraz z nieréwnosci migdzy minimum a $érednia
geometryczng:

min(n?, m) < \/n2m = n;v/m.

Catkowity koszt obstugi wszystkich zapytan mozemy
oszacowaé przez:

O(Znﬁ) — O(Ry/m) = O(RVE).

Czyli jednak to rozwiazanie nie bylto znowuz az takie wolne!

Jednak da sie lepiej. I to duzo lepiej, bowiem liniowo
wzgledem rozmiaru danych wejéciowych. Rozwigzanie

opiera sie na nastepujacym pomysle: obliczmy sume stopni
wierzchotkéw ze zbioru V;. Jesli suma ta jest nieparzysta, to
na pewno z V; wychodzi jakas krawedz na zewnatrz, bowiem
w kazdym grafie suma stopni wierzchotkéw jest parzysta.
Pomyst ten w ogdlnosci nie dziata — moze si¢ okazaé, ze
suma stopni wierzchotkéw w V; bedzie parzysta, a mimo tego
odpowiedz na zapytanie bedzie negatywna.

Uogblnijmy zatem nasz pomyst i wprowadzmy element
randomizacji. Kazdej krawedzi wstawianej do grafu przypiszmy
losowa wage bedaca liczbg catkowita. Dla kazdego wierzchotka
v € V bedziemy przechowywac (jako zor[v]) bitowa alternatywe
wykluczajacg wag krawedzi incydentnych z tym wierzchotkiem.
Przy wstawianiu i usuwaniu krawedzi tablice zor mozemy
aktualizowaé w czasie stalym — w obu przypadkach wystarczy
do-xor-owacé wage krawedzi do zor-éw jej koncow. W przypadku
wstawiania bedzie to:

zor([u] := zor|u] ® wagalj]
zor[v] := zor[v] ® wagalj]

Kluczowa obserwacja jest teraz taka: odpowiedZ na zapytanie
Vi = {u1,u2,...,ur} jest pozytywna wtedy i tylko wtedy, gdy
kazda krawedz w grafie jest incydentna z dwoma wierzchotkami
ze zbioru V; lub z zadnym z nich. Poniewaz w @ w = 0, zatem
aby odpowiedzie¢ na zapytanie, obliczamy wartos¢:

zor[u1] @ zor[uz] @ ... ® zor|uk].
Jesli powyzsza wartosé jest rézna od zera, na pewno
odpowiedZ na zapytanie jest negatywna. W przeciwnym razie
z duzym prawdopodobienstwem odpowiedz jest pozytywna.
Prawdopodobienstwo udzielenia btednej odpowiedzi, czyli
trafienia przypadkiem na 0, wynosi ﬁ, gdzie M jest
ograniczeniem gérnym na wage krawedzi. Przyjmujac,
naturalnie, M = 232 lub M = 2%, otrzymujemy rzeczywiscie
bardzo mate prawdopodobienstwo btedu.
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