Informatyczny kacik olimpijski (67): Karty

W tym kaciku zmierzymy si¢ z zadaniem Karty z Potyczek Algorytmicznych 2013.
Oryginalne sformutowanie zadania dotyczyto kart perforowanych, my jednak
przedstawimy je nieco inaczej, przy okazji wprowadzajac niejawnie kilka nieznaczacych

uproszczen.

Dana jest kartka w kratke rozmiaru n x n, ktérej czesé pol jest dozwolonych,

a cze$¢ zabronionych. Bedziemy chcieli pokry¢ wszystkie pola dozwolone, uzywajac
do tego celu prostokatnej pieczatki o jak najwiekszym polu. Kazde pole dozwolone
mozemy pokry¢ wielokrotnie, natomiast nie mozemy nigdy potozy¢ pieczatki

na zadnym polu zabronionym. Pieczatka nie moze w zadnym momencie wyj$¢ poza
obreb kartki — mozemy zatozy¢, ze kartka jest otoczona kwadratowa obwddka ztozona
z pol zabronionych. Pieczatki nie mozna tez obracac.

Zacznijmy od rozwiazania sitowego. Chcemy dla kazdego
prostokata a X b sprawdzi¢, czy opisuje on poprawna
pieczatke. W tym celu na wszystkie mozliwe sposoby
sprébujemy przylozy¢ ten prostokat do kartki. Tak wiec
dla kazdego pola (i, j) kartki sprawdzimy, czy prostokat

a X b olewym gérnym rogu w tym polu zawiera tylko pola
dozwolone, a jesli tak, zaznaczymy wszystkie te pola jako
pokryte. Wszystkich prostokatéw jest O(n?), mozliwych
przyltozen prostokata réwniez O(n?), wreszcie sprawdzenie
poprawnosci przylozenia i pokrycie przypieczgtowanych pél
zajmuje czas O(n?). Lacznie rozwigzanie to dziata w niezbyt
ciekawej ztozonoéci czasowej O(n®).

Za pomocy dosy¢ standardowych technik mozna takie
rozwiazanie przyspieszy¢ nawet o kilka rzedéw ztozonosci.
Zaczniemy od tzw. dwuwymiarowych sum prefiksowych, czyli
metody znanej z zadania Mapy gestosci z VIII Olimpiady
Informatycznej. W metodzie tej dla kazdego prostokata
wbrefiksowego”, czyli prostokata zawierajacego lewy goérny
rég kartki, zapamietujemy liczbe pdl zabronionych w tym
prostokacie. Prostokatow prefiksowych jest, rzecz jasna,
O(n?), a zadane wartoéci mozemy wyznaczy¢, traktujac

pola dozwolone jako 1, zabronione jako 0 i dwukrotnie
obliczajac sumy prefiksowe, najpierw w wierszach, a potem
w kolumnach kartki. Teraz sume pdél w dowolnym prostokacie
wyraza si¢ jako sume i réznice co najwyzej czterech wartosci
dla prostokatéw prefiksowych. W ten sposéb sprawdzenie
poprawnos$ci przylozenia pieczatki mozna zrealizowaé

w czasie stalym. Podobnie mozna poradzié¢ sobie z pokryciem
przypieczetowanych pél (jak?). To pozwala zredukowaé
7t070n08¢ czasowa rozwigzania do O(n?).

Poczynimy teraz jedno proste spostrzezenie dotyczace
monotonicznosci pieczatek. Otéz jezeli kartke mozna
pokry¢ pieczatka a X b, to mozna ja tez pokry¢ dowolna
pieczatka a’ x b, gdzie a’ < a oraz b’ < b. Dla kazdego a
mozemy wiec za pomocy wyszukiwania binarnego wyznaczy¢
maksymalne b, takie ze pieczatka a X b da sie pokry¢

cala kartke. W ten sposob otrzymujemy rozwiazanie

o ztozonoéci O(n®logn). Jedli zamiast wyszukiwania
binarnego wykonamy nieco bardziej finezyjne przegladanie
zbioru pieczatek, tzn. wraz z rosnacymi wartosciami a
bedziemy rozwazaé coraz mniejsze wartos$ci b, mozemy
obnizyé ztozonoéé czasows rozwiazania do O(n®).

Istnieje jednak rozwigzanie dziatajace w czasie liniowym
wzgledem rozmiaru planszy, czyli w czasie O(n?). Kluczem
do otrzymania takiego rozwiazania jest przyjrzenie sie
polom ,brzegowym?”, czyli polom dozwolonym sasiadujacym
z jakims polem zabronionym. Oczywiscie, kazde takie pole
musi zostaé pokryte pieczatka. ChcielibySmy w zwarty
spos6b opisaé zbidér wszystkich rozmiaréw pieczatek,
ktérymi mozna to zrobié.
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Spoéjrzmy na ponizszy rysunek, na ktérym zamalowano jedno
z pdl brzegowych. Do pokrycia tego pola mozna uzy¢ dowolnej
pieczatki o wysokosci 1 i szerokosci co najwyzej 7, podobnie

— dowolnej pieczatki o wysokosci 2 i szerokosci co najwyzej 5,
dowolnej pieczatki o wysokosci 3 i szerokoéci co najwyzej 5 itd.
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Inaczej mozna na to spojrze¢ tak: mamy pewien zbiér zlych
pieczatek — w powyzszym przykltadzie sa to 1 x 8, 2 X 6,
3x6,4x5,5x3,6x3,7x21i8x1-1szukamy pieczatki,
ktéra nie zawiera zadnej ztej pieczatki (jako podprostokata).
Podobnie mozemy wyznaczy¢ zte pieczatki dla kazdego
innego pola brzegowego, pamietajac, ze pole brzegowe moze
sasiadowaé z odpowiadajacym mu polem zabronionym

w jednym z czterech kierunkéw. Pieczatka, ktorej szukamy,
bedzie pieczatka o maksymalnym polu niezawierajaca

zadnej ztej pieczatki.

Zajmijmy si¢ teraz implementacjg algorytmu.

Przede wszystkim dla kazdego dozwolonego pola planszy
bedziemy pamietaé odlegtos¢ do najblizszego pola
zabronionego w kazdym z czterech kierunkéw. To pozwoli
nam wyznaczaé kolejne zte pieczatki o coraz wigkszych
wysokosciach w czasie stalym. Dalej, na zbiorze rozmiaréw
zlych pieczatek zbudujemy dwuwymiarowe sumy prefiksowe,
co pozwoli nam ltatwo okreslaé, jakie pieczatki nie zawieraja
w sobie zadnej z nich. Wszystkie wymienione operacje
mozna bez problemu wykonaé w czasie O(n?). Zlozonosé
rozwiagzania zalezy jeszcze od liczby wyznaczonych ztych
pieczatek. Liczba ta jest rowna sumie dtugosci odcinkéw
przebytych przez nasz algorytm (strzatka na rysunku).
Jednak kazde pole dozwolone znajduje si¢ na doktadnie
czterech takich odcinkach, po jednym w kazdym kierunku.
Stad suma dtugosci odcinkéw to co najwyzej 4n? i cate
rozwiazanie ma ztozonogé O(n?).

Wiemy, ze wynikowsa pieczatka mozna pokry¢ wszystkie

pola brzegowe. Nalezaloby jeszcze wykazadé, ze tak
skonstruowana pieczatka mozna pokry¢ takze pozostate pola
dozwolone. Dowdd tego faktu pozostawiamy do przemyslenia
Czytelnikom. Mozna takze obejrzeé film z oméwieniem:
http://youtu.be/glryefmxzZu.
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