Tort 1
Tort 2 [3]
12 3 4

Rys. 1. Dla n = 3 i tortéw o warstwach
1,2, 3 oraz 3, 2,1 potrzebujemy czterech
minut.
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Rozwigzanie zadania F 839.
Podczas jazdy z duzymi predkos$ciami
niemal cala moc silnika zuzywana jest
na przezwyciezanie oporu powietrza.
Sita oporu aerodynamicznego jest
proporcjonalna do kwadratu predkosci
pojazdu. Moc zuzywana do utrzymania
statej predkosci jest wiec proporcjonalna
do trzeciej potegi tejze predkodci.

Po wymianie silnika maksymalna
predkosé wzro$nie 21/3 — 1,26 raza.
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Rys. 2. Przyktad dla j = 3. Potrzebujemy
n = 7 minut dla pierwszego tortu

i dodatkowo j 4 p(j) = 4 minut dla
pozostalych warstw drugiego tortu.
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Rozwigzanie zadania M 1397.
7 nieréwnosci miedzy $érednia
arytmetycznag i geometryczng mamy
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Dla pelnosci dodajmy, ze wynik n + y/n uzyskujemy
dla tortu 1,2,...,n oraz tortu, w ktérym warstwy
dzielimy na grupy kolejnych warstw o rozmiarach
1,2,...,v/n—1,y/n,v/n—1,y/n—2,

odwracamy kolejno$¢ warstw w kazdej grupie. Przyktadowo,

dla n = 16 drugim tortem jest

1, 3,2, 6,5,4, 10,9,8,7, 13,12,11, 15,14, 16.

Powyzsze rozwazania staja sie nieistotne, jesli przyjrzymy
si¢ doktadniej rekurencji definiujacej tablice d. Zauwazmy,
ze obliczenie d[i, j] w przypadku ali] # b[j] zalezy tylko od
jednej komorki tabeli. Zatem mozemy rozwinaé wzor do
dli,j] = k+d[i — k,j — k], gdzie k jest taka najmniejsza

..., 1, a nastepnie

Informatyczny kacik olimpijski (64): Dwa torty

W tym kaciku omoéwimy Dwa torty — kolejne zadanie z finalowej rundy Potyczek
Algorytmicznych 2012. Torty oferowane przez cukiernie sktadaja si¢ z n réznych
rodzajéw warstw utozonych w pewnej kolejnosci. Cukiernia ta zatrudnia n cukiernikow.
Kazdy z nich potrafi wykonaé¢ warstwe jednego rodzaju, co zajmuje mu doktadnie
jedna minute (i w tym czasie moze zajmowac si¢ tylko jednym tortem). Warstwy

na kazdym torcie nalezy uktadaé jedna po drugiej. Chcemy wyprodukowaé¢ dwa torty,
dla kazdego z nich znamy wymagana kolejnosé warstw. Nalezy obliczy¢, jak najszybciej
da sie to zrobié¢ (rys. 1).

Dos¢ tatwo podacé rozwiazanie tego zadania oparte na programowaniu dynamicznym
i dziatajace w czasie O(n?). Niech ali], b[i] oznaczaja rodzaj i-tej warstwy od dotu
(dla 1 < ¢ < n) odpowiednio dla pierwszego i drugiego tortu. Niech d[i, j] oznacza
minimalny czas utozenia dolnych ¢ warstw na pierwszym torcie i dolnych j warstw
na drugim torcie. Wtedy
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14+di—1,7—1]

1+ min(d[i — 1,7] +d[i,j — 1])
Zalezno$é rekurencyjna wynika z tego, ze warstwy a[i] 1 b[j] moga by¢ wykonane

w tym samym czasie tylko wtedy, gdy sa réznego rodzaju. W przeciwnym przypadku
musimy sie zdecydowaé, ktéra z nich wykonujemy najpierw. Wynikiem jest d[n,n].

dlai=01lub 5 =0,
dlad,j > 11 ali] # bljl,
w przeciwnym przypadku.

d[lv.ﬂ =

Oczywiste jest to, ze wynik bedzie w granicach od n do 2n. Jednak Czytelnicy, ktérzy
zechca przeprowadzié¢ kilka eksperymentéw praktycznych, przekonaja sie, ze znalezienie
przyktadu z wynikiem bliskim gérnej granicy nie jest wcale tatwe. W istocie bowiem
wynik nigdy nie jest wigkszy niz n + y/n. To pozwala nam przyspieszyé rozwigzanie
kwadratowe do O(n+/n), gdyz musimy jedynie wypelia¢ przekatne tablicy d lezace
nie dalej niz \/n od gléwnej przekatnej (tzn. mozemy zalozy¢, ze d[i, j] = oo dla

i il > V).

Musimy jeszcze wykazaé, ze zawsze istnieje strategia produkcji tortéw, w ktorej
wystarczy n + y/n minut. Dla uproszczenia zalézmy, ze n jest kwadratem liczby
naturalnej. Dla ustalonego j > 0 mozemy zastosowa¢ nastepujaca strategie produkcji
tortéw: najpierw wykonujemy pierwsze j warstw pierwszego tortu, nastepnie n — j par
warstw (warstwe ali + j] rownoczesnie z warstwa b[i], chyba ze ali + j] = b[i], to wtedy
po kolei), i w konicu ostatnie j warstw drugiego tortu (rys. 2). Bedziemy potrzebowali
n minut na wszystkie warstwy pierwszego tortu, 7 minut na ostatnie warstwy drugiego
tortu oraz p(j) minut na te z pozostatych warstw drugiego tortu, ktére nie zostaly
,sparowane” z warstwami pierwszego tortu. Dla j < 0 definiujemy analogiczna
strategie, tylko zaczynamy od pierwszych —j warstw drugiego tortu.

Kluczowa obserwacja jest to, ze dla ustalonego rodzaju warstwy k warunek
ali + j] = k = b[i] jest spekniony dla dokladnie jednego j. Z tego wynika, ze
suma Zj p(7) jest réwna n. Sumujac czas potrzebny dla wszystkich strategii
dla —/n < j < +/n, dostajemy:

Z n+jl+pG) <n@vn+1)+2(1+2+...+vn)+n=
e = (n+ V)2V + 1),

czyli $rednio na strategie potrzebujemy nie wigcej niz n + \/n minut, zatem istnieje
takie j, dla ktorego tyle wystarczy.

liczba, ze a[i — k] = b[j — k] 1 0 < k < min(s, ), lub
dli,j] =i+ j —min(i, ), gdy takie k nie istnieje.

Zatem obliczenie dowolnego d[i, j] sprowadza sie do
wyznaczenia wartosci k (co mozna zrobi¢ w czasie
O(logn), wyszukujac binarnie wéréd par (', 5'), dla
ktérych a[i'] = b[j'] oraz i — j =i’ — j') i obliczenia
d[i’, §'] dla przypadku a[i'] = b[j’]. Zauwazmy
jednak, ze mamy doktadnie n par (i, j), dla ktérych
ali'] = b[j’]. Wyznaczajac wiec d[n,n] metoda rekurencji
ze spamietywaniem, dostajemy rozwiazanie dziatajace
w czasie O(nlogn). Czytelnik Gorliwy zechce uzupelnié
techniczne szczegdly, ktére przyspiesza powyzsze rozwiazanie
do optymalnego O(n).
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