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Rys. 1. Wielokat P = (v1, va, v3, v4)
mozna umiesci¢ wewnatrz wielokata
Q = (w1, w2, w3, wa, W5, We)-

Rys. 2. Wierzchotek va jest wierzchotkiem
krytycznym dla boku wjws.
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Rys. 3. Nachylenia bokéw wielokatéw
naniesione na okrag.

Rys. 4. Rozpatrujemy prosta £;, na stosie
znajdujg si¢ proste €, £, £,. Punkt

q = £, N £, znajduje si¢ na prawo od
punktu ¢’ = £, N £;, zatem usuwamy ze
stosu prosta f,. Punkt r jest na lewo

od r', zatem na stosie pozostang proste
£y, L.

Zawieramy wielokaty Tomasz IDZIASZEK

Na poprzedniej stronie podano trzy wersje problemu PoLyGONCONTAINMENT, ktére
sa uwazane za trudne — nie umiemy ich rozwigzaé¢ w czasie (istotnie) lepszym niz
kwadratowy. Uwazni Czytelnicy na pewno zauwazyli, Ze nie jest tam wspomniane
o wersji, w ktorej wielokaty sa wypukte i dopuszczamy dowolne przesuniecia (ale nie
obroty). Ten brak jest w pelni uzasadniony, gdyz te wersje problemu mozna rozwigzaé
w czasie liniowym wzgledem liczby wierzchotkéw wielokatéw, co pokazemy ponizej.

Niech P bedzie wielokatem o wierzchotkach v1, ..., v,, ktéry chcemy umiescié
wewnatrz wielokata @ o wierzchotkach wi, ..., wn, (przyjmujemy, ze vp41 = v1

i Wm41 = wi). Niech p bedzie dowolnym punktem wewnatrz wielokata P (rys. 1).
Zalézmy dla uproszczenia, ze zadna para bokéw wielokatéw nie jest rownolegla
oraz zaden bok nie jest pionowy.

Przez H; (dla 1 < i < m) oznaczmy te pOlplaszczyzne wyznaczong przez prosta
wiwi+1, ktora zawiera wielokat Q). Przesunmy teraz wielokat P tak, aby zawieral sig
w H; i aby odlegto$¢ punktu p od prostej w;w;+1 byta jak najmniejsza; oznaczmy te
odlegltos¢ przez d;. Zauwazmy, ze d; mozemy obliczy¢ bez ktopotu, jesli wyznaczymy
wierzchotek przesunietego wielokata P, ktéry lezy na brzegu potptaszczyzny Hi;
nazwiemy ten wierzchotek krytycznym dla boku wiwiy1 (rys. 2).

Zauwazmy, ze wielokat P zawiera sie w H; dokladnie wtedy, gdy punkt p

zawiera si¢ w poltplaszczyznie H, ktéra jest wyznaczona przez prosta réwnolegla
do wi;w;4+1 w odlegtodci d;. Jest jasne, ze P znajduje si¢ wewnatrz Q dokladnie
wtedy, gdy znajduje sie w kazdej z pétplaszczyzn H;, innymi stowy wtedy, gdy
punkt p nalezy do przeciecia potptaszczyzn H.. Co wiecej, przeciecie pétplaszczyzn
zawiera wszystkie mozliwe polozenia punktu p.

Do pelnego rozwiazania pozostaje zatem pokazanie, jak efektywnie wyznaczyé
wierzchotki krytyczne, a nastepnie przeciecie pétptaszczyzn.

Wyznaczanie wierzcholtkéw krytycznych. Narysujmy okrag i zaznaczmy

na nim, dla 5 = 1,...,n, punkt stycznosci 0; prostej stycznej do okregu

i réwnolegtlej do prostej vjv;4+1. Analogicznie zaznaczamy punkt w; dla

prostej wwit+1 (rys. 3). Zauwazmy, ze wierzcholek v; jest krytyczny dla boku
w;wi41, jesli na okregu punkt w; lezy pomiedzy punktami v;_1 oraz v;.
Wystarczy zatem wyznaczy¢ kolejnosé punktéw na okregu — to mozna zrobié

w czasie O(n + m), gdyz nalezy scali¢ dwa posortowane ciagi punktéw (zaktadamy
przy tym, ze znamy kolejno$é¢ wierzchotkéw na obwodach wielokatéw).

Na ten problem mozna spojrzeé tez inaczej. Wyobrazmy sobie dwie proste
réwnolegte, ktore jednoczesnie obracajg sie wokot wielokatéw, bedac do nich
stycznymi. Ilekroé¢ prosta styczna do ) zawiera pewien jego bok, to prosta styczna
do P przechodzi przez wierzchotek krytyczny dla tego boku. Pozostawiamy
Czytelnikowi zaimplementowanie tego pomystu, tak by dziatal w czasie O(n + m).
Metoda prostych rownolegtych pozwala rozwiazaé wiele probleméw dotyczacych
wielokatéw wypuklych — zainteresowani Czytelnicy wiecej szczegdtéw moga znalezé
w Internecie pod hastem rotating calipers.

Wyznaczanie przeciecia potptaszczyzn. W ogdlnosci problem ten dla

m pOlplaszczyzn wymaga czasu O(mlogm), ale my znowu skorzystamy z tego, ze
znamy kolejnoéé wierzchotkéw w wielokacie @, zatem nasze potptaszczyzny Hj

sa posortowane wedtug wspolczynnikéw kierunkowych ich brzegdéw (prostych ¢;),
co pozwala nam rozwigzaé ten problem w czasie O(m).

Najpierw pokazemy, jak wyznaczy¢ ,dolne” przeciecie, tzn. dla péiptaszczyzn,
ktore moga stanowié¢ dolny brzeg wielokata bedacego przecieciem. Przegladamy
péiptaszezyzny w kolejnosci rosnacych wspotezynnikéw kierunkowych prostych ¢;.
Bedziemy utrzymywaé nastepujacy niezmiennik: po rozpatrzeniu prostej ¢;

na stosie znajduja sie te proste z ciggu ¢1, ..., ¥;, ktére maja nietrywialne
przeciecie z brzegiem zbioru Hi N ...N H.. Rozpatrujac £;, robimy co nastepuje:
dopdki punkt przeciecia prostych £, i £, (przedostatniej i ostatniej prostej

na stosie) znajduje sie na prawo od punktu przeciecia prostych ¢, i ¢;, usuwamy
ostatnia prosta ze stosu. Na koncu dodajemy prosta ¢; na stos (patrz rys. 4).

Analogicznie wyznaczamy przeciecie ,,gérnych” péiptaszczyzn. Obliczenie przeciecia
powstatych zbioréw w czasie O(m) pozostawimy jako é¢wiczenie dla Czytelnika.
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