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Dany jest ciag zlozony z n nieujemnych liczb catkowitych ¢ = (¢1,¢a,. .., ¢n).
Na ciggu ¢ chcemy wykonywaé operacje dwoch rodzajow:

e update(i, j, w) —modyfikuje wartosci wyrazéw ciagu o indeksach z przedziatu
od i do j w sposéb zalezny od parametru w (dodatniej liczby catkowitej);
e query(i, j) — podaje zagregowang warto$é dla podciagu o indeksach od i do j.

W obydwu przypadkach zaktadamy, ze 1 <7 < j < n.

Bedziemy rozwazali dwie rézne operacje update, ktére oznaczymy
symbolicznie przez + i MAX. W operacji + nalezy do kazdego wyrazu
podciagu ¢;, ..., c; dodac liczbe w. Z kolei operacja MAX polega na zmianie
wartoéci wyrazu ¢; (i <1 < j) na max(¢;, w) — innymi stowy, jesli wyraz miat
wcezesniej wartos¢é nie mniejsza niz w, to jej nie zmienia, a jesli jego wartosé
byta mniejsza od w, to jego nowa wartoscig jest w.

Podobnie definiujemy dwie operacje query: + i MAX. Na zapytanie +
odpowiadamy, podajac sume wyrazéw z podciagu ¢, ..., c;. Odpowiedzig
na zapytanie typu MAX jest natomiast wartos¢ najwiekszego wyrazu

w rozwazanym podciagu.

Biorac pod uwage wszystkie kombinacje poszczegdlnych operacji,
otrzymujemy cztery rézne warianty problemu. Kazdy taki wariant
oznaczamy za pomoca pary, ktorej pierwszy wyraz opisuje rodzaj operacji
modyfikacji, a drugi okresla zapytanie. Mamy zatem nastepujace warianty:
(+,4), (+, MAX), (MAX,+) oraz (MAX, MAX).

Okazuje sig, ze nasz problem ma kilka ciekawych zastosowan. Wariant

(+, MAX) mozna wykorzysta¢ do implementacji systemu obstugi rezerwacji
miejsc w pociagu na trasie laczacej n 4 1 stacji. W pociagu znajduje sie
ustalona liczba miejsc siedzacych. Kazda rezerwacja dotyczy konkretnej
liczby pasazeréw i wskazuje numery dwoch stacji, na ktérych pasazerowie
zamierzaja wsiasé i wysias¢é. Naszym celem jest przyjmowaé kolejno
wszystkie rezerwacje, ktére nie powoduja przepeinienia pociagu.

Oznaczmy przez ¢; aktualna liczbe pasazeréw, ktorzy beda w pociagu na trasie
pomiedzy stacjami [ oraz [ + 1. Rezerwacje na podréz ze stacji ¢ do stacji j
dla w pasazeréw mozemy przyjaé, jesli warto$é query(i,j — 1) + w jest

nie wieksza niz liczba miejsc w pociagu. Po przyjeciu rezerwacji wykonujemy
update(i,j — 1, w).

Inaczej mozna na to spojrzeé¢ jak na problem kontroli przesytania danych
miedzy serwerami potaczonymi jedna linig danych o okreslonej przepustowosci
albo problem obstugi pobierania danych z Internetu przez uzytkownikow sieci
lokalnej w zadanych przedzialach czasowych (sie¢ ma ograniczony transfer).

Wariant (MAX, MAX) ma natomiast elegancka interpretacje kombinatoryczng
powiazang z popularna gra Tetris. Odpowiada on mianowicie sytuacji, w ktorej
klocki, ktére opadaja na plansze, maja regularna strukture (np. maja ksztalt
prostokatéw), a naszym celem jest, dla kazdego klocka, orzec, w ktérym miejscu
sie on zatrzyma, jesli spuscimy go z zadanej pozycji poczatkowej (nie mamy
mozliwosci wykonywania w locie obrotéw ani przesunied). Z kolei wariant (+, +)
reprezentuje dynamiczny problem obliczania sum cze$ciowych ciggu.

Trzy z podanych wariantow wyjsciowego problemu maja zatem jasno okreslona
interpretacje. Co wiecej, znane sa ich efektywne rozwiazania, w ktérych koszt
obstugi ciagu m zapytan to O(n + mlogn) (szukana strukturg danych sa
tzw. drzewa przedziatowe, o ktérych wiecej mozna przeczytaé lub postuchaé
na stronie http://was.zaa.mimuw.edu.pl).
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Rozwigzanie zadania M 1381.
Przyjmijmy oznaczenia bokdéw i katow
tréjkata ABC jak na rysunku i zalézmy,
zea=>b>c

Wéwcezas a = 8 = 7, a stad

cos a < cos 3 < cosy, poniewaz funkcja
cos jest malejaca na przedziale (0, 7).
Przyjmijmy, ze AP = BQ = CR = z.
Woéwczas z twierdzenia cosinuséw
otrzymujemy

QR2 =224 (a + 1’,)2 + 2z(a + z) cos 3,

PQ2 =224 (e + x)2 + 2z(c + x) cos a.

Gdyby bylto a > ¢, to poniewaz

cos 3 > cos a, mielibySmy QR > PQ,
co przeczyloby zalozeniu, ze tréjkat
PQR jest réwnoboczny. W takim razie
a=b=c

Za to czwarty wariant, (MAX, +), jest inny. Jego interpretacja
kombinatoryczna nie jest wcale az tak jasna, a do tego nie znamy sposobu
rozwiazania go w czasie O(n + mlogn) (w tym przypadku klasyczne drzewa
przedzialowe nie sprawdzaja sie). Okazuje sie jednak, ze mozna go w miare
prosto rozwigzaé, korzystajac z pewnej kubelkowej struktury danych. Nasze
rozwiazanie bedzie dzialalo w czasie O(n + my/nlogn).

Zacznijmy od podzialu wyrazéw ciagu pomiedzy kubetki, umieszczajac

w kazdym kubelku, z wyjatkiem ostatniego, k = [\/n | wyrazéw.

Jesli ostatni kubelek jest mniejszy, mozemy uzupelnié¢ go sztucznymi
wyrazami do rozmiaru k. Oprocz kolejnych wyrazow ciagu kubelek bedzie
przechowywal pewne dane pomocnicze. Zanim opiszemy strukture kubelka,
zaproponujmy troche inny sposéb myslenia o operacji update(i, j, w).
Zamiast méwié, ze dla kazdego ¢, takiego ze i <[ < j, wykonujemy

¢ := max(cy, w), mozna wyobrazié¢ sobie, ze dodajemy nowe ograniczenie
dolne na liczby na pozycjach od ¢ do j. Wtedy wartoéé¢ liczby w kubetku
bedzie réwna maksimum z jej poczatkowej wartosci oraz wszystkich
ograniczen dolnych jej dotyczacych. Takie ograniczenia dolne beda trzymane
osobno dla kazdego kubetka.

Struktura kubetka bedzie nastepujaca:

e t[1..k] — tablica kolejnych wyrazéw ciggu, ktére znajduja sie w kubetku;

e sorted_t[1..k] — posortowana tablica liczb t;

o sum_sorted_t[0..k] — sumy prefiksowe tablicy sorted_t[1..k|, czyli
sum_sorted_t[p| = sorted_t[1] 4+ sorted_t[2] + ...+ sorted_t[p];

o minimum — dolne ograniczenie na wszystkie wyrazy ciagu przechowywane
w kubetku, czyli maksimum z wartosci w z operacji update(i, j, w)
dotyczacych calego przedziatu kubetka; aktualna wartosé I-tej liczby
z kubelka to zawsze max(t[l], minimum).

Kazdy kubeltek umozliwia wykonywanie nastepujacych operacji
pomocniczych (szczegdlowy opis ich implementacji znajduje sie w dalszej
czedel artykutu):

1. sum_all() — obliczenie sumy aktualnych warto$ci wszystkich wyrazéw
ciagu zawartych w kubetku (dziala w czasie O(logk));

2. sum(i, j) — obliczenie sumy wyrazéw o indeksach od i do j, dla
1 <i<j <k (dziala w czasie O(k));

3. update_all(new_minimum) — aktualizacja dolnego ograniczenia na calym
przedziale do wartosci co najmniej new_minimum (dziala w czasie O(1));

4. update(i, j, new_minimum) — zwigkszenie wyrazéw o indeksach od ¢ do j,
dla 1 <14 < j <k, do wartoSci co najmniej new_minimum (dziala w czasie

O(klogk)).

Zauwazmy teraz, ze dowolny zakres indekséw od i do j (1 < i< j < n)
mozna rozbi¢ na pewna liczbe pelnych kubetkéw (oczywiscie, nie wigce]
niz y/n) oraz na co najwyzej dwa niepelne kubelki (te skrajne).

Dzigki temu zapytanie o sume liczb na przedziale od ¢ do j mozna
podzieli¢ na nie wiecej niz y/n zapytan sum_all() oraz co najwyzej

dwa zapytania sum(i’, 7). Stad kazde takie zapytanie obstugujemy

w czasie O(y/nlogn). Operacje modyfikacji ciagu na indeksach od 4

do j mozna takze wykonaé¢ w czasie O(y/nlogn), podobnie rozbijajac
caly przedzial na nie wiecej niz y/n kubetkéw, na ktérych wykonujemy
operacje update_all(new_minimum), i co najwyzej dwa brzegowe kubelki
z wykonywana operacja update(i’, ', new_minimum).

Przyktad. W tabeli na nastepnej stronie przedstawiono, jak zmienia sie
przykladowa kubetkowa struktura danych (n = 9) w wyniku pojedynczej
modyfikacji. Warto zwréci¢ uwage, ze w srodkowym kubetku zmienia sig¢
tylko dolne ograniczenie, tj. minimum.
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Kubelek 1 Kubelek 2 Kubelek 3

(&1 Co C3 C4 Cs Cg Cr Cg Co

t 4 2 1 7T 8 1 1 5 2

sorted_t 1 2 4 1 7 8 1 2 5

sum_sorted t | 0 1 3 7 0 1 8§ 16|10 1 3 8
minimum 0 0 0

update(3,8,4)

t 4 2 4 7 8 1 4 5 2

sorted_t 2 4 4 1 7 2 4 5

sum-_sorted_t | 0 2 6 10 |0 1 8 16|10 |2 6 11
minimum 0 4 0

Pozostaje opisaé, jak korzystajac z przechowywanych danych, efektywnie
wykonaé cztery operacje pomocnicze oferowane przez kubetek.

function sum_all()
pos := ostatnia pozycja taka, ze sorted_t[pos| < minimum
return minimum - pos + sum_sorted_t[k] — sum_sorted_t[pos]

Ostatnia pozycje pos znajdujemy, wyszukujac binarnie. Zauwazmy, ze

w tablicy ¢ jest doktadnie pos liczb mniejszych od minimum oraz doktadnie
k — pos liczb nie mniejszych niz minimum. Skoro aktualna wartos¢ kazdej
liczby to max(minimum, t[i]), wigc suma aktualnych wartoéci wynosi
minimum - pos (sumujemy pos najmniejszych liczb) plus suma k — pos
najwiekszych liczb, czyli sum_sorted_t[k] — sum_sorted_t[pos].

function sum(i, )
result == 0
for p:=1ito j do
result := result + max(minimum, t[p])
return result

W powyzszej funkcji sumujemy aktualne wartosci wyrazéw z kubetka
z okreslonych pozycji.

Aktualizacja dolnego ograniczenia na caly kubelek jest bardzo latwa:

function update_all(new_minimum)
minimum := max(new_minimum, minimum)

Jesli pojawia sie nowe dolne ograniczenie, ktére nie dotyczy catego zakresu
obejmowanego przez kubelek, lecz jedynie jego czesci, nalezy zaktualizowaé
liczby tylko z tego zakresu. Niestety, po takiej operacji tablice sorted_t oraz
sum_sorted_t staja si¢ nieaktualne, wigc obliczamy je ponownie. Oto zapis
stosownego algorytmu:

function update(i, j, new_minimum)
for p:=1ito j do
t[p] := max(t[p], new_minimum)
sorted_t := sort(t[1..k])
sum_sorted_t[0] :== 0
for p:=1to k do
sum_sorted_t[p] := sum_sorted_t[p — 1] + sorted_t[p]

Zaprezentowane rozwiazanie jest dosy¢ szybkie, jednak nie widaé¢ powodu,
dla ktérego problemu (MAX,+) nie mozna by rozwiazaé jeszcze szybciej.
Byé moze ktéremus z Czytelnikéw uda sie skonstruowaé takie rozwigzanie?
Czytelnik, ktéry do konca lipca 2013 roku przysle do redakeji rozwiagzanie
opisanego problemu o najlepszej ztozonosci, nie gorszej jednak niz

O(n + m+/n), zostanie nagrodzony kilogramem szwajcarskiej czekolady

w przesytce prosto z Zurychu. W przypadku wielu rozwiazan o tej samej
zlozonosci nagrodzimy subiektywnie najtadniejsze, w przypadku tego samego
najladniejszego rozwiazania — pierwsze sposrdéd otrzymanych.
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