Informatyczny kacik olimpijski (58): Dwa przyjecia

W niedawno wydanej ksiazce W poszukiwaniu wyzwan

— zbiorze zadan z konkurséw programistycznych — Filip
Wolski opisal rozwiazanie zadania Dwa przyjecia z finatu
XII Olimpiady Informatycznej. W zadaniu tym wystepuje
n 086b, z ktérych niektére si¢ znaja (wiemy ktore). Checemy
podzieli¢ ten zbiér na dwa roztaczne podzbiory (przyjecia)
w taki sposéb, aby zmaksymalizowaé liczbe oséb, ktére
maja parzysta liczbe znajomych na przyjeciu, na ktérym
przebywaja. Przedstawiony w ksiazce algorytm jest efektem
indukcyjnego rozumowania o strukturze grafu zbudowanego
na bazie relacji znajomosci (krawedzie) pomiedzy osobami
(wierzchotki) i pokazuje, ze zawsze da si¢ podzieli¢ zbior
0sOb na takie dwie grupy, ze kazda osoba ma parzysta,
liczbe znajomych wewnatrz swojej grupy.

Wiedzac o tym, ze szukany podzial zawsze istnieje,
mozna to zadanie rozwigzaé zupelnie inaczej,

bez stosowania teorii graféw. Zauwazmy, ze w zasadzie
mamy do czynienia jedynie z wartosciami binarnymi: sa
dwa przyjecia, kazdy go$¢ musi trafi¢ albo na pierwsze,
albo na drugie z nich, wreszcie interesuje nas tylko
parzysto$é liczby znajomych, a nie jej doktadna wartosé.
Sprowadzimy zatem oryginalny problem do znalezienia
rozwiazania pewnego uktadu réwnan w ciele Zs.

Zaczniemy od przypisania kazdej osobie niewiadomej x;
o nastepujacym znaczeniu:

1 jedli i-ta osoba przebywa na
pierwszym przyjeciu,

0 jesli i-ta osoba przebywa na
drugim przyjeciu.

T, =

Przyjmijmy na chwile, ze i-ta osoba ma znajomych

o numerach ji, jo,...,jq oraz ze jest ich parzyscie wielu
(tj. 2| q). Przyjrzyjmy sie takiemu oto réwnaniu:

(1) Tj, +£L‘j2+...+$jq =0 (mod 2)

Jedli znajdziemy wartosciowanie niewiadomych
{zj,,...,2;,} speliajace to réwnanie, to wtedy i-ta
osoba bedzie miata tak na pierwszym, jak i na drugim
przyjeciu parzysta liczbe znajomych. W przeciwnym
przypadku na obu przyjeciach bedzie nieparzysta liczba
znajomych i-tej osoby.

Dla 0s6b o nieparzystej liczbie znajomych bedziemy musieli

lekko zmodyfikowac¢ nasze rozumowanie. Jesli bowiem

dla takiej osoby (z;) zbudujemy analogiczne réwnanie
xj +xj + ...+ x5, =0 (mod 2),

to spelniajace je warto$ciowanie niewiadomych

{zj,,...,x;,} bedzie oznaczalo, ze i-ta osoba ma

parzyscie wielu znajomych na pierwszym przyjeciu

i nieparzyscie wielu na drugim. Jesli zamiast zera

postawilibySmy po prawej stronie réwnania jedynke,

uzyskalibysmy analogiczna sytuacje: i-ta osoba

ma parzyscie wielu znajomych na drugim przyjeciu

i nieparzyscie wielu na pierwszym. W kazdym przypadku

i-ta osoba moze ,przypadkowo” znalezé sie na przyjeciu

z nieparzysta liczba swoich znajomych.

Aby poradzié¢ sobie z osobami o nieparzyscie wielu
znajomych, zastosujemy pewna sztuczke — wltaczymy
takie osoby do réwnan z ich znajomymi:

(2) i+ x5 + x4, +...+25, =1 (mod 2).
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Zeby upewnié sie, ze taki pomyst ma sens, rozpatrzmy

dwa przypadki:

1. Na pierwszym przyjeciu znajduje si¢ parzyscie
wielu znajomych i-tej osoby. Wtedy, oczywiscie,
jest ich nieparzyscie wielu na drugim przyjeciu,

a zatem chcemy sprawié, aby i-ta osoba znalazta sie

na pierwszym przyjeciu. Ale w takiej sytuacji powyzsze
réwnanie bedzie spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy

x; = 1, czyli jest dobrze.

2. Na pierwszym przyjeciu znajduje sie nieparzyscie wielu
znajomych i-tej osoby, a na drugim parzyscie wielu.
Wtedy chcemy wystaé te osobe na drugie przyjecie,
wiec x; = 0 1 rownanie tez zostanie spelnione.

Mamy juz wszystkie sktadniki potrzebne do rozwigzania

zadania. Konstruujemy uktad n réwnan — po jednym

dla kazdej osoby. Jesli i-ta osoba ma parzyscie wielu

znajomych, to réwnanie jest postaci (1), a w przeciwnym

przypadku postaci (2). Na przyktad:

3 5 IL‘1+IL’2+I3+$4 1

X1 +$3 0

2 T+ X2 + x4 + 5|0
Ty + x3 0

1 4 T3 + 251

Do rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych stuzy
algorytm eliminacji Gaussa. Zwykle jednak stosuje sie

go do ,standardowych” uktadéw réwnan w ciele

liczb rzeczywistych, a nie w arytmetyce modularnej.
Kluczowymi operacjami w eliminacji Gaussa sa dziatania
na wierszach rozszerzonej macierzy reprezentujacej uktad
réwnan: mnozenie wiersza przez skalar oraz dodawanie
wierszy. Za ich pomoca sprowadzamy macierz najpierw
do postaci trojkatnej gornej z jedynkami na przekatnej,
a nastepnie pozbywamy sie¢ wartosci z gornej czesci
macierzy, co daje nam rozwigzanie uktadu.

Aby przystosowaé eliminacje Gaussa do dziatania w ciele Z,,
(czyli w arytmetyce modularnej o podstawie p, gdzie p jest
liczba pierwsza), musimy umieé¢ wykonywaé analogiczne
operacje. Zazwyczaj nie jest to duzy problem: dodajac
wiersze, musimy jedynie pamietaé o braniu reszty z dzielenia
przez p. Mnozenie przez skalar dziata tak samo. Nalezy
jednakze pamigtac, ze w liczbach rzeczywistych mnozenie
zwykle stuzy temu, aby doprowadzi¢ do znalezienia sie

na przekatnej liczby 1, wiec czesto mnozymy przez jakis
utamek (de facto wykonujemy dzielenie). W arytmetyce
modularnej o podstawie p odpowiednikiem takiego
dziatania bedzie przemnozenie z przez taka liczbe 71,
ze x-x ' =1 (mod p). W znajdowaniu takich wartoéci
moze pomdc np. rozszerzony algorytm Fuklidesa.

Na szczescie nasze zadanie jest duzo prostsze, wszak
dziatamy w Z, dla p = 2. W zwiazku z tym nigdy

nie wykonamy mnozenia ani dzielenia (gdyz jedynym
niezerowym skalarem w Zs jest jedynka). Czas i pamigé
potrzebne na zbudowanie uktadu réwnan sa rzedu O(n?).
t.aczna ztozonosé czasowa algorytmu wynosi jednak
O(n?), bowiem w takim czasie dziata eliminacja Gaussa.
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